Sorbonne Université Année 2025/2026

1.3 Deuxiéme semestre

Examen de statistique

Exercice 1 : On considere des variables aléatoires i.i.d Xj, ..., X, ayant pour densité fy définie
pour tout x € R par

303
folx) = —FLeze.
avec 0 > 0.
1. Montrer que
_3 _3»
E[X] = 59 et V[X]= 19 .

En déduire un estimateur de 6, que I’on notera 6,,. Est-il consistant?
Donner sa normalité asymptotique.

Soit &« € (0,1), construire un intervalle de confiance asymptotique de 6 de niveau 1 — a.

AR BN

Soit 6y > 0, en déduire un test asymptotique de niveau a pour tester
Hp:0 =20y contre Hj:60 # 6.

6. Montrer que I'estimateur du maximum de vraisemblance est 0, = Xy ou X(q) = min X;.
7. Donner la convergence en loi de n (6, — 0).

8. Construire un intervalle de confiance de niveau 1 — « de la forme
IC1_(0) = [Bnca; 0]
9. Soit 8y > 0, construire un test de taille « pour tester

Hp:0 <6y contre 8 > 6.

10. Soit x(1) une réalisation de X(;). Calculer la p-valeur associée. On prendra la convention
inf(®) = 0.

Correction :

1. Ona



De plus, on a

On obtient donc

2. On consideére donc l'estimateur 6,, = %Xn. Par la loi des grands nombres, on a

" n— 400 E
et on obtient donc la convergence de 6, (en multipliant par 2/3).
3. Le TCL nous donne 3 3
NG (X - 9) Y <0, 92> ,
2 n—+00 4

et en multipliant par 2/3, on obtient

n——+4o00 3

Vi (0, — 0) —E— N (0,192> .

4. On peut réécrire la normalité asymptotique comme

V=8 L a1,

0 n—-+o0

Option1: Ona

\/3719” —6 _ E\/?me'1 _9.
0, 0, 0

Comme la fonction g : x — x~1 est continue en 6, par le théoreme de continuité, on a

et en particulier

Par le théoreme de Slutsky, on obtient

Va6 —£ L N(0,1)

Gn n——+4o00

et donc l'intervalle de confiance asymptotique

O,
ICy () = [Gn + Q1—a/2\/3—n]



Option 2 : On peut remarquer

\/%9”9_9 :\/?E<99”—1> — £ L N(0,1).

n—r+o00

On note q;_,,> le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi normale centrée réduite, et on a

Q 1_671—7;/2 1 1+Q1—§/2

—a= 1l - < 2 1)< = i VB T V3

P AR ez 2 3n<9 1)‘%“/2] R ]
0 0

= lim P qnl,x/zzezqyim]

e 1- \3n 1 + vV 3n

s 2 sy s sz . . . q1—u
la derniere égalité n’étant vraie que pour n suffisamment grand, i.e. tel que 1 — IT: > 0.

. Le test asymptotique basé sur 'intervalle de confiance précédent revient a

q1—w/2 6,.

V/3n

"On rejette Hy" <= 0y ¢ IC1_4(0) < |0, — 60| >

On obtient donc la zone de rejet

q1—a/2
ZR = {6, — 6| > 0,4 .
{’" ol >~ 3 }

. On a la vraisemblance

qui est nulle sur (X(q), +o0) et croissant sur (0, X(1)] et le maximum est donc atteint en X4).

. On a, avec les calculs usuels, pour tout x > 0,

P[n(Xg—0) <x] =P [Xg<0+2] =1-P Xy 2 0+]

“i-(plxzor])

x +eo 363 937" o \° 1 3 x\-3
[ 1_0+n] /9+x/n ut du [ u3]9+x/n <9+x/n> <1+x/9n> ( +9n>

On obtient donc

P [n (X(l) —6) < x} =1- (1+%>73n =1—exp (—3nlog (1+%>) e 1—e 0"



et on obtient donc

8. On cherche ¢, tel que

1_0‘:IP|:X(1)CD(§9:| :1—P{X(1)>G] <:>]P[X(1)29:| =«

Ca Ca
9 n
= (Plxz2]) -
Ca
==
= ¢, = a3,

On obtient donc l'intervalle de confiance
Iclﬂ,‘(9> = |:X(1)Dé1/3n; X(l)} .

9. Comme X1) peut étre aussi petit que I’on veut, on cherche ¢, tel que

9 3n 9 3n
a = sup Py {X(l) > CD(} = sup () = <0> — ¢, = Goa~ /31,

6<6o 6<6, Ca

On a donc la zone de rejet

10. On a

3n
p — valeur = inf {a € [0,1], %) > 60>} = inf & € [0,1), 0 > <x€0> -
M

Exercice 2 : On consideére des variables aléatoires X1, ..., X, i.i.d avec X1 ~ N (0,0) et 6 > 0.

1. Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance est

2. Donner la loi de %.
3. Soita € (0,1). En déduire un intervalle de confiance de niveau 1 — « de 6.

4. Soit 0y > 0, en déduire un test de niveau a pour tester
Hp:0 =0y contre H;j:60 # 6.

Correction :



1. On a la vraisemblance

=
—_
<

)

1 2
e W = (27-(9)_”/26_@ in1 X;

et donc " )
/ n 1 ¢ 2 n Zizl Xi 1 2
= —— JE— b= == I > < — ;
En(e) 0 -+ 02 Z-E Xz 02 0«90 E X1

et on obtient donc le résultat.

2. Comme les X;/+/0 sont i.i.d et suivent des loi normales centrées réduites, on a
A 2
1’19n n Xl 2
(7)) ~#
i=1 \ V0

3. Ennotant k, , et ki_,/, les quantiles d’ordre « /2 et 1 — a /2 d"une chi deux a n degrés de

liberté, on a

n@n kw/z 1 kl—a/2:| Tlén nén
1—a=DP |k < < kqi_ =P =< - < e =P > 0
et on obtient 'intervalle de confiance
nb, nb,
IC1_,(0) = | ——; .
! ‘X( ) [kl—a/Z k(x/2]

4. Le test consiste en
"On rejette Hy" <= 6y ¢ IC1_,(0)

et on obtient la zone de rejet
nén nén
ZR = 1{6p < o > .
{ : kl—a/Z } U { : kuc/Z}

Rappel sur le test du rapport de vraisemblance : Soit X = (X3, ..., X;;) un échantillon et on

suppose que X; admet une densité fy avec 6 € ©. Soit 6y, 8 € O, on souhaite tester

Hy:0=06y contre Hj:60=0.



On considere le rapport de vraisemblance

Lx (61) _ TTiZa fo, (X0)
Lx (60)  TTita foo (Xi)

d(X) =

Le test (de niveau «) de rapport de vraisemblance consiste a construire une zone de rejet de la

_ TTE fo, (X0) [T fo, (Xi)
2R = { T fa (X)) o far (X0)

forme

> ca} avec [Py, { > | = .

Exercice 3 : On considere des variables aléatoires i.i.d Xj, ..., X;; admettant pour densité

0
fo(x) = Pl

avec 6 > 0.
1. Montrer que log(X1) ~ £(8).

2. On admettra quesionaYj,..., Y, ~ £(0),alors 0/ ; Y; suit une loi gamma de parametre
n,1 dont on connait les quantiles. On notera -y, le quantile d’ordre « de cette loi. Soit
0y > 61 > 0. Tester au niveau «

Hy:0 =206 contre H;:0=0,.

Correction :

1. Pour tout x > 0,on a

+oo P _1¢ »
]P[lOg(Xl)Sx]:IP[Xlgex]:/l teﬁdt: |:t9:|l =1—e",

2. On a le rapport de vraisemblance

n _1_91 n n
_ TIiL 01X,

d(X) = — LTT x4,
( ) H?:l GOXi_l_eo 66111:{ i



On cherche donc ¢, t.q

n n
a=TP @{]ﬂvﬁ>c
- 00 Gg i - tu
i=1

i n
_ 0o —061 0
= Py, | | X; > =y
i=1

ce que l'on peut réécrire comme

1— 1P,

" o o
6o glog(Xi) < S log e—lfc,x =1—a

1

i.eona
% lo %c =
00 — 6, g 9,11 P B G
et donc
07 0y — 61
Ca = % exp 90 Y1—a

On obtient donc la zone de rejet

ZR = %ﬁx%_el>%ex b0 — &1 = ilo (X-)>90_91
98 i=1 i N 961 P Bo Ve y glai) = 0o Yi—a ¢ -



