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L3 Deuxiéme semestre

Examen de statistique

Exercice 1 : On consideére des variables aléatoires i.i.d Xj, ..., X, ayant pour densité fy définie
pour tout x € R par

303
fo(x) = —1 Lo
x
avec 6 > 0.
1. Montrer que
3 3
[X] 26 et V[X] 46

En déduire un estimateur de 6, que I’on notera 8,,. Est-il consistant?
Donner sa normalité asymptotique.

Soit &« € (0,1), construire un intervalle de confiance asymptotique de 6 de niveau 1 — a.

AN RN A

Soit 8y > 0, en déduire un test asymptotique de niveau a pour tester
Hp:0 =20y contre Hj:60 # 6.

6. Montrer que l'estimateur du maximum de vraisemblance est 6, = X1y ot X(q) = min X;.
7. Donner la convergence en loi de n (én —0).

8. Construire un intervalle de confiance de niveau 1 — a de la forme
IC1_4(0) = [Bnca; 1]
9. Soit 8y > 0, construire un test de taille & pour tester

Hy:0 <6y contre 6 > 6.

10. Soit x(q) une réalisation de X ;). Calculer la p-valeur associée. On prendra la convention
inf(®) = 0.



Exercice 2 : On considere des variables aléatoires X1, ..., X, i.i.d avec X3 ~ N (0,6) et 6 > 0.

1. Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance est

2. Donner la loi de ”Té”. On admettra que 1’on connait ses quantiles.
3. Soit « € (0,1). En déduire un intervalle de confiance de niveau 1 — a de 6.

4. Soit 0y > 0, en déduire un test de niveau a pour tester

Hp:0 =0y contre Hj:60 # 6.

Rappel sur le test du rapport de vraisemblance : Soit X = (Xj, ..., X;;) un échantillon et on

suppose que X; admet une densité fy avec 8 € ©. Soit 6y, 6; € O, on souhaite tester
Hyp:0=06p contre H;:0=20.

On considere le rapport de vraisemblance

Lx (1) _ TTiZq fo, (Xi)

)= @) ~ T fay (%)

Le test (de niveau «) de rapport de vraisemblance consiste a construire une zone de rejet de la

[ TT fo, (Xi) [T fo, (Xi)
ZR_{ILEA&) " oo (%)

forme

> ca} avec [Py, { > Cy| = .

Exercice 3: On considere des variables aléatoires i.i.d Xj, ..., X;; admettant pour densité

0
fo(x) = Pl

avec 6 > 0.
1. Montrer que log(X1) ~ £(8).

2. On admettra quesionaYj,..., Y, ~ £(0),alors 0/ ; Y; suit une loi gamma de parametre
n,1 dont on connait les quantiles. On notera -y, le quantile d’ordre « de cette loi. Soit
0y > 61 > 0. Tester au niveau «

Hy:0 =206 contre H;:0=0.



