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1.3 Deuxieéme semestre

CC2 de statistique

Exercice 1: On consideére des variables aléatoires i.i.d X3, ..., X, avec X; ~ U|[0, \/@] ouf > 0.
1. Donner l’espérance de Xj.

En déduire un estimateur de 6, que I’on notera 0,,.

Est-il convergent?

Donner sa normalité asymptotique.

Soit w € (0,1), construire un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — a.

SANERS LI SR I

Soit 6y > 0, en déduire un test asymptotique de niveau a pour tester
Hp:0 =20y contre Hj:60 # 6y

7. Montrer que l'estimateur du maximum de vraisemblance est 0, = X%n), ou X(,) = max X;.

8. Donner la convergence en loi de n (6 — 8,,).

9. Construire un intervalle de confiance de niveau 1 — a de la forme
[én;éncd )
10. Soit 6y > 0, construire un test de taille « pour tester
Hyp:0 >0y contre 6 < 6.

1. 0.5 pts Ona E[X;] = v0/2.
2. 0.5 point On a 6 = (2 [X;])* =: g (E[X1]). On consideére donc I'estimateur

0, = g (X)) = (2X,)".
3. 1pt Par la loi des grands nombres, on a

n—r—+o0

et comme la fonction g est continue en v/6/2, on a par le théoréme de continuité

0, =8 (Xu) —— g (V0/2) =6,

n—+o00



4. 2pts Comme V [X;] = 6/12, le TCL nous donne

Vit (X~ Vi/2) ﬁN(a 9).

"12

De plus, pour tout x > 0, on a g'(x) = 8x et en particulier g est dérivable en v/#/2 avec
g’ (6%/2) = 4v/0. Par la méthode delta, on obtient donc

ﬁ(g(Xn)—g<\f)> = /1 (6, —0) L>N<0,4392>-

n—r+00

5. 3 pts On peut réécrire la normalité asymptotique comme

T o N(0,1).
Option1:0Ona
v3n (O L\ _£ | N (0,1)
2 9 n—-—+oo

et donc, en notant g1,/ le quantile d’ordre 1 — a /2 de la loi normale centrée réduite, on

obtient

l1-a=1P —q1-a/2 < T <9 - 1) < ‘11—0(/2]

_p —1—2171—4/2/\/3” < 1 < 1‘1‘2(]1—04/2/\/%
o en - 0 - 91’1

[ 0;1 91’1
=P >02>

_1 — 2(,]1,0‘/2/\/ 3n 1+ qutx/Z/\/%]

la derniere égalité n’étant vraie que pour n suffisamment grand.

Option2:0On a
\/3719,1—9_&\/3719”—9
2 60, 6, 2 0

L’application i : x — x~ ! est continue en 6, et donc, par le théoreme de continuité,

1 P 1
0, n—teo 6

et donc en particulier

91,1 n——4o00



Par le théoreme de Slutsky, on obtient donc

\/3719 —0 V3nb,—0 r
2

O 0  n—+too

0
=5 N(0,1)

et on obtient donc l'intervalle de confiance

0
971 + 2‘]1704/2\/%

ol 41—, /2 est le quantile d’ordre 1 — «/2 de la loi normale centrée réduite.

6. 1pt Le test consiste en

O
\/Bn'

"On rejette "Hy < 0y ¢ ICl,a(H) < |9n — 90’ > 26]1,0(/2
On a donc la zone de rejet

0
ZR = {yen — 69| > 2q1_a/2\/;7} :

7. 2 pts On a la vraisemblance

1
H[ X;<0? — 9n/21X(n)§\/§

et comme X, et 62 sont positifs, on obtient

1
LX<9) 9;1/219>X2)’

qui est une fonction nulle sur [0, X%@) , et positive et strictement décroissante sur
[X%n), —|—00> , et le maximum est donc atteint en X%n), ieh, = X%n)'

8. 2 pts Ona 0 — 0, qui est positif, et donc pour tout t > 0, on a

P [1n(6—6,) <t] :113[97129_:1}



Pour n suffisamment grand, i.e. tel que t/n < 6,ona

P[@nze—t]:][’ Xy > e—t]
n n
t
=1-P |X() < e—n]
t n
:1—(113 X; < 9—])
n
o (vE=tm)'
Ve
n/2
t
=1-(1-—
(=)

On a donc

P {” <9—é(n)> St] =1—exp <Zlog <1—91;1)> m1_5—t/29

et on reconnait la fonction de répartition d"une loi exponentielle de parametre 1/26, i.e. on

a
L 1
”<9—9”)m5<ze>'

9. 2pts On cherche ¢, > 1 tel que

1—&21[’[9§6nca]<:>1—a:]1’[9n2f]

6
<—1l—a=1DP )<(n) > Ca]
< 0
< a=10DP )(UO < E;
n
s <1p Xlg,/QD L
Ca cﬁ/

On a donc ¢, = a2/,

10. 2 pts Sous Hp, comme 6, est aussi grand que 'on veut, on a

n
a = sup [Py [On rejette "Hy| = sup Py [0, < ca] = sup Py {X(H) < \/a} = (, / C“>
0> 0> 0>t 9

en prenant ¢, < 6p. Comme cette fonction est décroissante en 6, on a le sup qui est atteint



en 6, et on obtient donc



