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Résumé

Cette thése porte sur I'étude d’algorithmes stochastiques en grande dimension ainsi qu’a
leur application en statistique robuste. Dans la suite, I'expression grande dimension pourra
aussi bien signifier que la taille des échantillons étudiés est grande ou encore que les va-
riables considérées sont a valeurs dans des espaces de grande dimension (pas nécessaire-
ment finie). Afin d’analyser ce type de données, il peut étre avantageux de considérer des
algorithmes qui soient rapides, qui ne nécessitent pas de stocker toutes les données, et qui
permettent de mettre a jour facilement les estimations. Dans de grandes masses de données
en grande dimension, la détection automatique de points atypiques est souvent délicate. Ce-
pendant, ces points, méme s’ils sont peu nombreux, peuvent fortement perturber des indica-
teurs simples tels que la moyenne ou la covariance. On va se concentrer sur des estimateurs

robustes, qui ne sont pas trop sensibles aux données atypiques.

Dans une premiére partie, on s’intéresse a 1’estimation récursive de la médiane géomé-
trique, un indicateur de position robuste, et qui peut donc étre préférée a la moyenne lors-
qu’une partie des données étudiées est contaminée. Pour cela, on introduit un algorithme de
Robbins-Monro ainsi que sa version moyennée, avant de construire des boules de confiance

non asymptotiques et d’exhiber leurs vitesses de convergence L? et presque stire.

La deuxieme partie traite de 'estimation de la "Median Covariation Matrix" (MCM), qui
est un indicateur de dispersion robuste lié a la médiane, et qui, si la variable étudiée suit une
loi symétrique, a les mémes sous-espaces propres que la matrice de variance-covariance. Ces
dernieres propriétés rendent 1’étude de la MCM particulierement intéressante pour 1’Analyse
en Composantes Principales Robuste. On va donc introduire un algorithme itératif qui per-
met d’estimer simultanément la médiane géométrique et la MCM ainsi que les g principaux
vecteurs propres de cette derniere. On donne, dans un premier temps, la forte consistance
des estimateurs de la MCM avant d’exhiber les vitesses de convergence en moyenne quadra-
tique.

Dans une troisiéme partie, en s’inspirant du travail effectué sur les estimateurs de la mé-

diane et de la "Median Covariation Matrix", on exhibe les vitesses de convergence presque
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stre et L7 des algorithmes de gradient stochastiques et de leur version moyennée dans des
espaces de Hilbert, avec des hypothéses moins restrictives que celles présentes dans la litté-
rature. On présente alors deux applications en statistique robuste : estimation de quantiles
géométriques et régression logistique robuste.

Dans la derniere partie, on cherche a ajuster une sphere sur un nuage de points répar-
tis autour d’une sphere complete ot1 tronquée. Plus précisément, on considere une variable
aléatoire ayant une distribution sphérique tronquée, et on cherche a estimer son centre ainsi
que son rayon. Pour ce faire, on introduit un algorithme de gradient stochastique projeté et
son moyenné. Sous des hypotheéses raisonnables, on établit leurs vitesses de convergence en

moyenne quadratique ainsi que la normalité asymptotique de ’algorithme moyenné.

Mots-clés : Grande Dimension, Données Fonctionnelles, Algorithmes Stochastiques, Algo-
rithmes Récursifs, Algorithmes de Gradient Stochastiques, Moyennisation, Statistique Ro-
buste, Médiane Géométrique.



Abstract

This thesis focus on stochastic algorithms in high dimension as well as their application
in robust statistics. In what follows, the expression high dimension may be used when the
the size of the studied sample is large or when the variables we consider take values in high
dimensional spaces (not necessarily finite). In order to analyze these kind of data, it can be
interesting to consider algorithms which are fast, which do not need to store all the data, and
which allow to update easily the estimates. In large sample of high dimensional data, outliers
detection is often complicated. Nevertheless, these outliers, even if they are not many, can
strongly disturb simple indicators like the mean and the covariance. We will focus on robust
estimates, which are not too much sensitive to outliers.

In a first part, we are interested in the recursive estimation of the geometric median,
which is a robust indicator of location which can so be preferred to the mean when a part of
the studied data is contaminated. For this purpose, we introduce a Robbins-Monro algorithm
as well as its averaged version, before building non asymptotic confidence balls for these

estimates, and exhibiting their L and almost sure rates of convergence.

In a second part, we focus on the estimation of the Median Covariation Matrix (MCM),
which is a robust dispersion indicator linked to the geometric median. Furthermore, if the
studied variable has a symmetric law, this indicator has the same eigenvectors as the cova-
riance matrix. This last property represent a real interest to study the MCM, especially for
Robust Principal Component Analysis. We so introduce a recursive algorithm which enables
us to estimate simultaneously the geometric median, the MCM, and its 4 main eigenvectors.
We give, in a first time, the strong consistency of the estimators of the MCM, before exhibiting
their rates of convergence in quadratic mean.

In a third part, in the light of the work on the estimates of the median and of the Median
Covariation Matrix, we exhibit the almost sure and L? rates of convergence of averaged
stochastic gradient algorithms in Hilbert spaces, with less restrictive assumptions than in the
literature. Then, two applications in robust statistics are given : estimation of the geometric

quantiles and application in robust logistic regression.
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In the last part, we aim to fit a sphere on a noisy points cloud spread around a complete
or truncated sphere. More precisely, we consider a random variable with a truncated sphe-
rical distribution, and we want to estimate its center as well as its radius. In this aim, we
introduce a projected stochastic gradient algorithm and its averaged version. We establish
the strong consistency of these estimators as well as their rates of convergence in quadratic

mean. Finally, the asymptotic normality of the averaged algorithm is given.

Keywords High Dimension, Functional Data, Stochastic Algorithms, Recursive Algorithms,
Stochastic Gradient Algorithms, Averaging, Robust Statistics, Geometric Median.
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Présentation

Mon travail de theése se situe a la croisée de deux thématiques assez distinctes, I’optimi-
sation stochastique et la statistique robuste. Il est de plus en plus fréquent en statistique
d’avoir a traiter de gros échantillons de variables a valeurs dans des espaces de grande
dimension. Dans ce contexte, il est important de repenser les problemes d’estimation. La
construction d’estimateurs repose bien souvent sur la résolution d'un probleme d’optimisa-
tion et il existe, dans la littérature, de nombreux algorithmes qui sont tres efficaces en "petite
dimension" mais qui peuvent rencontrer des difficultés pour traiter de gros échantillons a va-
leurs dans des espaces de grande dimension. Ils nécessitent souvent de stocker en mémoire
toutes les données, ce qui peut devenir tres compliqué, voir impossible, dans ce contexte de
données massives. De plus, les procédures d’estimation classiques, basées par exemple sur
des algorithmes de point fixe ou de Newton ([BV04]), ne peuvent pas toujours étre mises
a jour facilement, et ne permettent donc pas de traiter les données qui arrivent de maniere
séquentielle. Enfin, ’acquisition de données massives peut s’accompagner d"une contamina-
tion de celles-ci, ce qui peut dégrader de maniere significative la qualité des estimations. Je
développe dans cette these des algorithmes qui permettent d’estimer rapidement et en ligne
des indicateurs robustes tels que la médiane géométrique ([Hal48], [Kem87]) ou la "Median

Covariation Matrix", et j’étudie leurs propriétés mathématiques.

Au Chapitre 3, on fera une synthése des principaux résultats de cette thése. L'objectif de
cette partie est de permettre au lecteur d’avoir acces aux principaux éléments (hypotheses,

résultats,...) de cette thése, et ce, sans avoir a connaitre tous les détails.

On commence, dans le Chapitre 1, par rappeler quelques résultats usuels d’optimisation
déterministe avant de s’intéresser a leurs versions stochastiques. Plus précisément, afin de
minimiser une fonction on introduit les algorithmes de Robbins-Monro ([RM51]) avant de
donner quelques résultats classiques sur leur forte consistance ([Duf97]). On énonce ensuite
des résultats de la littérature sur leur vitesse de convergence presque sfire ainsi que sur leur
normalité asymptotique ([Pel98], [Pel00]). Enfin, on donne des résultats non asymptotiques

tels que des majorations de l’erreur quadratique moyenne ([BM13]). De plus, comme il est
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souvent compliqué en pratique d’obtenir la vitesse de convergence paramétrique (O (1)) ou
bien une variance optimale pour les algorithmes de gradient stochastiques, on introduit leur
version moyennée ([’J92]). De la méme fagon que pour l'algorithme de Robbins-Monro, on

donne des résultats de la littérature sur la vitesse de convergence de ces algorithmes.

L'objectif du Chapitre 2 est de fournir une introduction simple a la statistique robuste
([HR09], [MMYO06]). Dans un premier temps, on donne un exemple qui illustre 1'intérét de
considérer des indicateurs ou des estimateurs robustes. On introduit une classe importante
d’estimateurs appelés M-estimateurs (ces estimateurs consistent a minimiser une fonction,
et peuvent étre une alternative aux algorithmes de gradient introduits au Chapitre 1 pour
traiter des données de taille raisonnable) avant de donner leur comportement asymptotique
et des méthodes de construction. De plus, on définit des indicateurs de robustesse comme la
fonction d’influence, le biais asymptotique maximum et le point de rupture. Chaque défini-
tion et critere abordé est illustré a travers les cas de la moyenne et de la médiane géométrique.

Le Chapitre 4 se focalise sur la médiane géométrique, qui est trés utilisée en statistique
du fait de sa robustesse. On rappelle une méthode de construction d’algorithmes récursifs
qui permettent de l'estimer ([CCZ13]) : un algorithme de type Robbins-Monro et sa version
moyennée. Des boules de confiance non-asymptotiques sont déterminées, ainsi que leurs
vitesses de convergence en moyenne quadratique. Pour ce dernier résultat, la preuve s’ap-
puie sur une nouvelle technique de démonstration qui peut étre considérée comme la pierre
angulaire de ce travail. Cette technique consiste a majorer simultanément, a 1’aide d’une ré-
currence, la vitesse de convergence en moyenne quadratique et la vitesse L*. Les preuves des

lemmes techniques sont données dans I’Annexe A.

Le Chapitre 5 établit des majorations des erreurs L? de l'algorithme d’estimation de la
médiane géométrique de type Robbins-Monro ainsi que de sa version moyennée. Ces ma-
jorations permettent ensuite d’établir les vitesses de convergence presque stire des algo-
rithmes. Ce chapitre est particulierement important pour 1’obtention de la bonne vitesse de
convergence des estimateurs de la "Median Covariation Matrix" (voir [KP12] et le Chapitre

6). Les preuves des lemmes techniques sont données dans I’ Annexe B.

Au Chapitre 6, on introduit la notion de "Median Covariation Matrix" (MCM), qui est un
indicateur de dispersion robuste multivarié lié a la médiane. Un des principaux intéréts de
cet opérateur robuste est que si la loi de la variable étudiée est symétrique, il a les mémes
espaces propres que la matrice de variance-covariance (voir [KP12]). On présente ensuite
des algorithmes récursifs permettant d’estimer simultanément la médiane géométrique et la
MCM. La construction de ces algorithmes consiste a reprendre les algorithmes d’estimation

de la médiane, et de les "injecter" dans un algorithme de gradient stochastique et sa version
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moyennée pour estimer la MCM. La forte consistance de ces algorithmes est établie avant
de donner les vitesses de convergence en moyenne quadratique. Finalement, on présente
une application a I’ACP robuste en ligne avec un algorithme itératif permettant d’estimer
les principaux vecteurs propres de la MCM. Une étude sur des données réelles, 'audience
TV mesurée a un pas de temps fin pour un échantillon de plus de 5000 individus, confirme
I'intérét de cette méthode. Les preuves techniques sont détaillées dans I’Annexe C, a laquelle

on ajoute également des compléments sur I'algorithme de Weiszfeld.

Le Chapitre 7 propose un cadre plus général permettant d’obtenir les vitesses de conver-
gence des algorithmes de type Robbins-Monro et de leur version moyennée dans des espaces
de Hilbert. Notons que les hypotheses sont proches de celles introduites par [Pel98] pour
les algorithmes en dimension finie, mais les preuves ne dépendent pas de la dimension de
I'espace. De plus, sous ces hypotheses, on obtient les vitesses de convergence L7 des algo-
rithmes, et ce, sans avoir a introduire d’hypothese de forte convexité globale (voir [BM13])
ou sans avoir a supposer que le gradient de la fonction que 1'on veut minimiser est borné
(voir [Bac14]). Les preuves techniques sont données dans 1’Annexe D.

Le Chapitre 8 traite de 1’ajustement d"une sphere sur un nuage de points 3D répartis au-
tour d"une sphere complete ou tronquée. On consideére des variables aléatoires suivant des
lois elliptiques tronquées de la forme X = u + rWlq, ot W est une variable aléatoire a va-
leurs dans R et Uq suit une loi uniforme sur une partie Q de la sphére unité dans R?. On
estime les parameétre u (le centre) et r (le rayon) avec un algorithme de type Robbins-Monro
projeté et sa version moyennée. Les vitesses de convergence en moyenne quadratique ainsi
que la normalité asymptotique de I'estimateur moyenné sont établies. Finalement, on montre
l'efficacité de cette méthode a travers des simulations. Remarquons que cette partie repré-
sente une ouverture sur les algorithmes de gradient stochastiques projetés. Des propriétés

de convexité ainsi que les preuves sont données dans I’Annexe E.
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Chapitre 1

Quelques résultats sur les algorithmes
stochastiques

L’objectif de cette partie est de donner une version stochastique de quelques algorithmes
déterministes usuels (voir [NNY94] et [BV04] parmi d’autres) de recherche de zéro d"une
fonction. Plus précisément, on cherche a estimer la solution d"un probléme de la forme

®(h) == E[p(X,h)] =0, (1.1)

ot X est une variable aléatoire a valeurs dans un espace X et ¢ : X x R? — R“. Sous

certaines conditions, cela peut revenir a minimiser la fonction
G(h) :==E[g(X,h)],

ot Vyg(x,h) = ¢(x,h) et VG(h) = P(h). Pour estimer cette solution, on s'intéresse aux
méthodes de gradient stochastiques.

Ces algorithmes représentent un réel intérét pour l'estimation a partir de gros échan-
tillons a valeurs dans des espaces de grande dimension. En effet, de maniere générale, ils ne
demandent pas trop d’efforts de calculs, ils ne nécessitent pas de stocker en mémoire toutes
les données, et ils peuvent étre facilement mis a jour, ce qui représente un réel intérét lorsque

les données arrivent de maniére séquentielle.
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1.1 Algorithmes déterministes

1.1.1 Recherche des zéros d’une fonction

On introduit maintenant des algorithmes de gradient déterministes. Soit ® : RY — R?
une fonction continue, on cherche m tel que ®(m) = 0. Pour estimer m, on considere 1’algo-
rithme récursif défini pour tout n > 1 par

My1 = My — Y ®(my), (1.2)

avec m; € R%. De plus, la suite de pas (), est réelle, positive, et vérifie les conditions
usuelles suivantes

Y u = +oo, Y 7 < oo (1.3)

n>1 n>1

On donne maintenant deux premiéres propositions naives qui permettent de comprendre
facilement pourquoi cet algorithme converge bien vers m sous de bonnes conditions. Re-
marquons qu’il est possible, dans le cas déterministe, d’obtenir une vitesse de convergence
exponentielle, mais nous ne donnerons pas ces résultats. L’objectif ici est plus de présenter
des résultats déterministes analogues aux résultats classiques dans le cas stochastique.

Proposition 1.1.1. On suppose qu’il existe un point m qui annule la fonction ® et

— qu'il existe une constante strictement positive C telle que pour tout h € RY,
IR < Cl[h—m],
— et qu'il existe une constante strictement positive c telle que pour tout h € RY,
(@(h),h—m) > c|lh—m|?.
Alors, m est I'unique zéro de la fonction ®, et
lim [|m, — m]| = 0

Démonstration. On montre d’abord que le point m est 'unique zéro de la fonction ®. Soit
m' € R4 tel que m’ # m. Alors,

(D(m),m' —m) > c||m’ —mHz > 0,
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et en particulier ®(m’) # 0. Le point m est donc bien 1'unique zéro de la fonction ®. On

montre maintenant la convergence de l'algorithme. Pour cela, grace aux hypotheses,

1 = m[|* = [y = m||* =25 (@ (), 1y — 1) + 73 || D () ||

<l — m||* = 2¢5 || — m||* +935C* ||y — m|?

< (1= 2¢7 + C*2) |y — m]*.

Comme la suite (), converge vers 0, il existe un rang n tel que pour tout n > 1o, on
ait 1 — 2cy, + C?*92 <1 —cv, < 1. Alors,

n
11 —m|)* < TT (1= 2c7x + C*93) |lmy — m|>

k=1
n np—1 )
< (H (1- C7k)> <H (1—2cm + Cz%%)) |1 — ml||
k:no k=1

De plus, comme

(ﬁ (1- c'yk)> = exp (ki log (1 — c'yk)>

k:no =no

on obtient
n

11071
1 —m|* < exp (-C )y ’Yk) (H (1—2eme+ CZ%%)) Iy —m]*.
k=1

k=110

Enfin, comme ), 7 = +o0, on obtient le résultat. O

Les hypotheses précédentes sont tres restrictives, mais elles permettent de se faire une
premiére idée du fonctionnement de ces algorithmes. On énonce maintenant un résultat avec

des hypotheses et un résultat plus usuels.

Proposition 1.1.2. On suppose qu’il existe un point m qui annule la fonction O et

— qu'il existe une constante positive C telle que pour tout h € RY,

()|} < C(A+ |7 —ml]),
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— et que pour tout h € RY tel que h # m,
(®(h),h —m) > 0.
Alors, m est l'unique zéro de ® et la suite (my ), définie par (1.2) vérifie

lim ||m, —m| = 0.
n—o0

Démonstration. On obtient l'unicité de m de maniére analogue au théoréme précédent. De
plus,

|11 — mnHZ = ||my — mHZ =29 (D (my), my — m) + 'Y% ”q)(mn)Hz

< [l — m )| = 29 (D) 1y — ) + 9 C* (L ||y — m]|)?
<1 +2C2'Y%) [0 — mH2 — 29 (D (), 1y — 1) +2C%;.

Comme Y ,~; 72 < +ooetcomme (P (my,), m, —m) > 0, remarquons que la suite (Hmn — m|\2> .
= nz

est bornée. De plus, la suite (V) définie par

1 2, % 2\ 2
Vi = [y —m|" +2 )y (Pm), me —m) +2C ) v |,
T I (1+2C%3) ( " k; k;q ¢

est positive. Enfin cette suite est décroissante. En effet,

1 ) n+1 ) 1) )
Vi1 = (HmnH —ml|"+2 Z'yk (D(my), mp —m) +2C Z Y
[T (142C292) =1 k=nt1
1 2 ! 2 = 2
< ||m7’l_m|| +22’Yk <q)(mk)/mk_m>+2c Z')’k
[Tt (1+2C%3) ( k=1 Pt
. 1
= T A~ o Yn
1+ 2C2'yfl+1

S Vn.

La suite (V;),-, est donc convergente. En particulier, comme la suite (ITi—1 (1 +2C%92) )n21

. 2 .. ..
est convergente, la suite ( |my, — m|| ) | converge vers une limite finie [ et
n>

2 Tn <<I>(mn),mn — m> < 400,

n>1
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Comme Y~ vn = 40, on a alors

lim inf (®(m,), m, —m) = 0.
n

Rappelons que la suite (||m, —m]||),~, converge vers une limite finie /, et donc, la suite
(my),~, estbornée, et on peut extraire (car R est de dimension finie) une sous suite (my,) 1

convergeant vers une limite m’. Par continuité de ®, on a alors

et dong, par hypothese, si m’ # m, on aurait
0= (®(m'),m —m) > 0.
Par conséquent, m’ = m et on obtient finalement
) 2 . 2
| = lim ||m, —m||" = lim ||m, —m|" =0.
n—ro0 k—oc0
OJ

Cette preuve permet de mettre en lumiere le role des hypotheses sur la suite de pas
(7n),>1- Notons aussi que cette preuve n’est pas directement applicable dans le cas des
espaces de dimension infinie. En effet, dans ce cas, les boules fermées ne sont pas néces-

sairement compactes, et on ne peut donc pas extraire une sous-suite convergente.

1.1.2 Recherche des minima d’une fonction

Comme mentionné en préambule, on peut assimiler, dans un certain contexte, la re-
cherche d'un zéro de @ a la recherche du minimum global d"une fonction. En effet, soit

G : R? — R une fonction de classe C! et de gradient VG, on veut résoudre

m:= arg}rlrelg} G(h). (1.4)

Le point m € R? est alors un zéro du gradient de G, et 'algorithme s’écrit
My1 = my — v VG(my), (1.5)

avec m; € RY et les mémes hypothéses que dans la partie précédente sur la suite de pas
(71),>1- Les Propositions 1.1.1 et 1.1.2 peuvent alors se réécrire en remplacant la fonction
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¢ par la fonction VG(.). De plus, généralement, on considére une fonction G convexe et
on peut se référer aux résultats usuels d’analyse convexe (voir [Rocl5] par exemple) pour

obtenir l’existence et I'unicité d"un minimum global.

1.2 Algorithmes de gradient stochastiques

1.2.1 Définition et premiers résultats

Dans ce qui suit, on considere une variable aléatoire X a valeurs dans un espace &". L'ob-
jectif est d’estimer une solution de 1’équation (1.1). De maniere générale, on a seulement
acces a une échantillon de X et donc seulement acces a plusieurs observations d'une va-
riable aléatoire de moyenne ®(.). On ne peut donc pas utiliser directement l’algorithme de
gradient déterministe. On se donne maintenant une suite de variables aléatoires indépen-
dantes (X;),~; de méme loi que X. On introduit I'algorithme de gradient stochastique (voir
[RM51]) défini de maniere itérative pour tout n > 1 par

ml’l+1 = my — r)/i’l()b (X}’l+1/ mn) 7 (1'6)

avec (Yn),~; une suite de réels positifs vérifiant (1.3). On donnera plus de précision sur
le point in;cial my dans les résultats de convergence. Néanmoins, il est usuel de prendre
my borné, déterministe, ou admettant un moment d’ordre 2. Introduisons la suite de tribus
définies pour toutn > 1 par F, := 0 (Xy, ..., X,;) = 0 (my, ..., my,), comme la variable aléatoire
Xp41 estindépendante de F;;, on a alors

E (¢ (Xyt1,mp) |Fn] = @ (1) -
On peut alors écrire 1’algorithme défini par (1.6) comme :
My4+1 = My — '}’nq) (mn) + 'YnérnJrl/ (17)

avec Cpi1 := P (my) — ¢ (X141, my). Notons que () est une suite de différences de mar-
tingale adaptée a la filtration (F,). On peut alors écrire une version stochastique du Théo-
réme 1.1.1.

Je remercie Anatoli Juditsky pour ses précieuses remarques bibliographiques qui m’ont permis de rétablir
la vérité sur la paternité de plusieurs résultats et méthodes de décomposition (voir [D]J92] et [DJ93] pour la
décomposition de 'algorithme moyenné par exemple).
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Proposition 1.2.1. On suppose qu'il existe un point m € RY qui annule la fonction ® et

— qu'il existe une constante positive C telle que pour tout h € RY,
IR < Cl[h—m],

— que la fonction ¢ est uniformément bornée : il existe une constante positive M telle que pour
tout tout x € X eth € H,
I (x, W[ < M,

— et qu'il existe une constante strictement positive c telle que pour tout h € RY,
(@(h),h—m) > c||h—m|?.
Alors, m est I'unique zéro de la fonction ® et la suite (my), ., définie par (1.6) vérifie

lim E an - muz] ~0.

n—oo

Démonstration. On obtient l'unicité du zéro de la fonction @ de la méme fagon que pour le

cas déterministe. Montrons maintenant la convergence de 'algorithme. On a

1 = m{|* = [|m = m]|* =2 (P (X1, 1) 11— 1) + 73 |9 (X0, 1) |

< g = m| = 29 (@ (Xowy1, 1) 10y — ) + MP7.
Comme m,, est F,-mesurable, et par hypotheése,

E [[[mnsr = m[]* | 7] < llmy = m|® =290 B[ (Xr, m) [F] 1y — ) + 72 M2
< = > = 29 (@ () 11y — ) + 723
< (1207 [ = m|[* + 72 M2

On obtient donc la relation de récurrence
2 2
E [||mns1 = m|?] < (1= 207) E [||my — mlP] + 202,

et on peut conclure en appliquant un lemme de stabilisation (voir [Duf96], Lemme 4.1.1) ou
a l’aide d"une récurrence sur n. ]

Afin de pouvoir donner un premier résultat usuel sur la convergence des algorithmes
de type Robbins-Monro, on va énoncer un résultat classique, analogue a celui utilisé dans la
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preuve du Théoreme 1.1.1 pour la suite (V},).

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Robbins-Siegmund [RS85]). Soient (Vi),>1, (an) 51, (bn)y>1/ (€n) 51
des suites de variables aléatoires réelles positives telles que

Z a, < 400 p.s, Z by < 40 p.s.
n>1 n>1
Soit (Fu),~, une suite de tribus telle que Vy,, a,, by, c, soient F,-mesurable pour tout n > 1. Enfin,

SUppoSons
E [Vig1|Fu] < (1 +ay) Vi + by — cp.

Alors, la suite (V,,),,~, converge presque siirement vers une variable aléatoire presque stirement finie
Vet

Y o< +oo ps.

n>1

On peut maintenant donner des conditions moins fortes pour obtenir la forte consistance
de l'algorithme.

Proposition 1.2.2. On suppose qu'il existe un point m € R? qui annule la fonction ® et

— qu'il existe une constante positive C telle que pour tout h € RY,
E |lo(X, )] <€ (1+ [Ih - m|*),
— que pour tout h € RY tel que h # m,
(®(h),h —m) >0,

— et que la variable my admet une moment d’ordre 2.
Alors, m est I'unique zéro de la fonction O et la suite (my,),>1 définie par (1.6) vérifie

lim m, =m p.s.
n—oo

De plus,
. 2
lim E an —ml| } = 0.

n—oo

Notons que cette proposition est tres usuelle pour les algorithmes de gradient stochas-
tiques, mais reste un résultat faible. En effet, il ne donne pas la vitesse de convergence de
I'algorithme, et il ne donne aucune garantie sur le comportement de ’algorithme pour une

taille d’échantillon 7 fixée. Cependant, de la méme facon que pour le cas déterministe, ce
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résultat permet de mettre en lumiere le role de la suite de pas (7,),, et les grandes lignes
de la preuve représentent une méthode classique pour obtenir la forte consistance des algo-
rithmes de gradient stochastique, et ce, méme dans le cas ot1 la dimension de 1’espace n’est

pas finie.

Démonstration. De la méme fagon que dans la preuve précédente, comme m,, est F,,-mesurable,

on a

E [[[my1 = m| | Fa] < Il = m|> =27, (@ (ma), mn = m) + 22E |19 (X, ma) P | 72|
< (14 C203) llmn = m|* = 29 (@ () 1y — m) + CP. - (18)

A l'aide d’une récurrence, comme 7, (® (m,) ,m, —m) > 0, et comme ¥ >, 7> < + oo, on
peut montrer qu’il existe une constante positive M telle que

n n n
E [Hmn+1 - mllﬂ < (H (1 +2C2%3)> E [Ilml - mllz} + ( (1 +2C2"ri)> Y 2C* % < M.
k=1 k=1 k=1

De plus, en appliquant le Théoreme 1.2.1 et I'inégalité (1.8), comme ¥ 5172 < + oo et
comme (d(m,,),m, —m) > 0, la suite ||m, — m||* converge presque stirement vers une va-
riable aléatoire finie et

Z Y (P (my),my —m) < 400 p.s.

n>1

Donc, pour tout w € (), ona
liminf (®(m,(w), my(w) —m) = 0.
n

La fin de la preuve est alors analogue au cas déterministe, et on obtient la convergence en

moyenne quadratique par convergence dominée. O

Remarquons que de la méme facon que pour le cas déterministe, cette preuve ne peut

pas s’appliquer directement si 1’on est dans des espaces de dimension infinie.

Application a I'optimisation stochastique :

De la méme fagon que pour le cas déterministe, on peut voir ce probleme comme un

probléeme de minimisation de la forme

m:= arg Prlrel]llg G (h), (1.9)
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avec G : R? — R une fonction de la forme
G(h) :==E[g(X,h)],

oit g : X x RY — R. Supposons de plus que la fonction G est de classe C! et que pour
presque tout x, g(x, .) I'est aussi, avec

VG(h) =E[V,g(X, h)],

ou VG désigne le gradient de G et V; g le gradient de g par rapport a la seconde variable.
L’algorithme de type Robbins-Monro s’écrit alors

My1 = My — Yn Vi (Xps1, Mn) - (1.10)

Dans ce contexte, la Proposition 1.2.2 est vérifiée en remplagant ¢ par Vg et ® par VG.

1.2.2 Vitesses de convergence

La littérature sur les vitesses de convergence des algorithmes de type Robbins-Monro
est trés vaste, et I'on ne donnera que quelques exemples de résultats : des résultats asymp-
totiques comme la vitesse de convergence presque stire et la normalité asymptotique (voir
[Pel98]), et des résultats non asymptotiques comme la vitesse de convergence en moyenne
quadratique (voir [BM13]). Dans ce qui suit, on considere une suite de pas (7x),>; de la
forme

1
Yn=cn " avec ¢, >0 et ac (2,1) . (1.11)

Le cas &« = 1 existe dans la littérature (voir [Pel98] et [Pel00] par exemple), mais nécessite des
informations au préalable sur la fonction dont on cherche le zéro, et plus précisément sur les
valeurs propres de sa différentielle en m. On donnera par la suite une méthode permettant

d’obtenir la vitesse de convergence optimale, sans avoir a prendre un tel type de pas.

Remarque 1.2.1. Notons que dans ce qui suit, on considere deux types résultats : asymptotiques
(vitesse de convergence presque stire, normalité asymptotique...), qui ne donnent aucune garantie sur
le comportement de I'algorithme pour une taille d’échantillon n fixée, et non-asymptotiques (vitesse
de convergence en moyenne quadratique, vitesses L?, ...).

Remarque 1.2.2. Bien que l'on ait fait le choix, dans cette partie, de se concentrer sur les résultats
introduits par [Pel98] et [BM13], la littérature est trés riche sur les vitesses de convergence des algo-
rithmes de gradient stochastiques (voir [NJLS09] pour les algorithmes de gradient a pas constant, ou
[IN"14] pour les algorithmes "Primal dual”, par exemple).
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Vitesses de convergence asymptotiques :

Notons que la littérature est large sur les vitesses de convergence presque stire des algo-
rithmes de gradient stochastiques (voir [Duf97] et [Bot10] parmi d’autres). Dans cette par-
tie, on se concentre sur les résultats introduits par [Pel98]. On considere le probleme (1.1),
avec ¢ : X x R — R? et m une solution du probléme. On souhaite donner la vitesse de
convergence de 1'algorithme de Robbins-Monro défini par (1.6). Pour cela, on suppose que
les hypotheses suivantes sont vérifiées :

(P1) La suite (m,), -, converge presque sirement vers 7.

(P2) Il existe une constante 2 > 1 et un voisinage U, de m tels que pour tout i € Uy,
®(z) =H(z—m)+ 0 (|z—m|"),

avec H une matrice dont la partie réelle des valeurs propres est strictement positive.
(P3) Notons 41 := @ (my,) — ¢ (X,+1,my), il existe des constantes positives M > 0 et
b > 2 telles que presque stirement

supE [HCnHHb |J:n} Ly —ml<my < +00.

n>1

De plus, il existe une matrice symétrique définie positive X telle que

5im E [&180[Fa] =% pis.

Remarquons que I'on peut se ramener a la Proposition 1.2.2, par exemple, pour vérifier 1’hy-
pothese (P1). Les théorémes suivants donnent la vitesse de convergence presque stire ainsi

que la normalité asymptotique des estimateurs.

Théoreme 1.2.2 ([Pel98]). Supposons que les hypotheses (P1) a (P3) sont vérifiées. Alors, pour tout

6>0,
Inn)°
It — m] =o((m/3 )

Théoreme 1.2.3 ([Pel98]). Supposons que les hypotheses (P1) a (P3) sont vérifiées. Alors, on a la

convergence en loi

. my—m
lim
n—00 \ /’)/n

~N(0,8),

avec
T H H
P ::/ e Sy s s,
0

Remarque 1.2.3. Soit (ay), >, (bn), >, deux suites de variables aléatoires réelles. On note
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ap = O (by) p.s si il existe une variable aléatoire presque silrement finie K telle que

lim 2 <K p.s.

n—oo by,

De la méme fagon, on note a, = o (by,) p.s si

Ay
nlgrc}o b, 0 ps.
Enfin, soient X,Y deux variables aléatoires de méme loi, on note alors X ~'Y.

Heuristique de preuve. Vitesse de convergence presque siire : Rappelons que l'algorithme de
type Robbins-Monro peut s’écrire comme

Mpyy1 = My — ')’ncD(mn) + ’YngnJrl/

avec &y = ®(my,) — ¢ (Xy41,my,). Notons que la suite () est une suite de différences
de martingale par rapport a la filtration (). De plus, en linéarisant la fonction ® grace a
I'hypothése (P2), on obtient

Mui1 —m = (Ig = ynH) (Mn — m) + YuGn1 — Ynbn,
avec 0, := ®(my,) — H (m, — m). Enfin, a I'aide d’une récurrence sur n, on obtient

My —m = Bp_1 (Mg —m) + Bp_1My — Br—1Ry,

avec
n n—1
Bo:=11a—nH), My =Y By Cret,
k=1 k=1
n—1
Bo := I, Ru:= Y 7By "o
k=1

Notons que (My),~, est une martingale par rapport a la filtration (). De plus, on mon-
trera que le terme B, _1 M, est le terme dominant et le lemme suivant en donne la vitesse de