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APPROCHE DIRECTE

Théorème
On suppose que la fonction G est strictement convexe, i.e pour tout
h 6= m,

〈∇G(h), h−m〉 > 0

et que l’hypothèse (PS0) est vérifiée, i.e pour tout h

E
[
‖∇hg (X, h)‖2

]
≤ C

(
1 + ‖h−m‖2

)
.

Alors
mn

p.s−−−−−→
n→+∞

m.
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APPROCHE VIA LE DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR

Théorème
On suppose que m est l’unique zéro du gradient et l’unique
minimiseur de G . On suppose également qu’il existe C,C′ tels que
pour tout h,∥∥∇2G(h)

∥∥
op ≤ C et E

[
‖∇hg (X, h)‖2

]
≤ C′ (1 + G(h)− G(m)) .

Alors
mn

p.s−−−−−→
n→+∞

m.
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EXERCICE : APPROCHE LYAPUNOV
Démontrer le théorème suivant :

Théorème
On suppose qu’il existe une fonction V : Rd −→ R+ vérifiant :
• V(m) = 0 et ∀h 6= m,V(h) 6= 0
• Il existe une constante C telle que pour tout h

E
[
‖∇hg (X, h)‖2

]
≤ C (1 + V(h))

• Il existe α > 0 tel que pour tout h

〈∇G(h),∇V(h)〉 ≥ αV(h)

• Le gradient de V est L-lipschitz : pour tout h, h′,

‖∇L(h)−∇L(h′)‖ ≤ L‖h− h′‖

Alors
mn

p.s−−−−−→
n→+∞

m.
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APPLICATION AU MODÈLE LINÉAIRE

Théorème
Si X admet un moment d’ordre 4,ε admet un moment d’ordre 2 et si
E
[
XXT

]
est définie positive, alors

θn
p.s−−−−−→

n→+∞
θ.
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APPLICATION À LA RÉGRESSION LOGISTIQUE

Théorème
On suppose que X admet un moment d’ordre 2 et que la Hessienne de
G en θ est positive. Alors

θn
p.s−−−−−→

n→+∞
θ.
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CADRE

On considère une suite de pas de la forme γn = cγn−α avec
cγ > 0 et α ∈ (1/2, 1). On suppose que les hypothèses
suivantes sont vérifiées :

(PS1) Il existe η > 1
α − 1 et Cη tels que pour tout h,

E
[
‖∇hg (X, h)‖2+2η

]
≤ Cη

(
1 + ‖h−m‖2+2η

)
.

(PS2) La fonction G est deux fois continument différentiable sur
une voisinage de m et

λmin := λmin

(
∇2G (m)

)
> 0.
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VITESSE DE CONVERGENCE

Théorème
On suppose que les hypothèses (PS1) et (PS2) sont vérifées. Alors

‖mn −m‖2
= O

(
ln n
nα

)
p.s.
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APPLICATION AU MODÈLE LINÉAIRE

Théorème
Soit η > 0. On suppose que X admet un moment d’ordre 4 + 4η et
que ε admet un moment d’ordre 2 + 2η. De plus on suppose que
E
[
XXT

]
est positive. Alors

‖θn − θ‖2
= O

(
ln n
nα

)
p.s.
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APPLICATION AU MODÈLE LINÉAIRE
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FIGURE – Evolution de l’erreur quadratique de θn en fonction de la
taille d’échantillon n dans le cadre de la régression linéaire.
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APPLICATION AU MODÈLE LINÉAIRE
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FIGURE – Evolution de l’erreur quadratique moyenne de θn en
fonction de la taille d’échantillon n et du choix de α dans le cadre de
la régression linéaire.
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APPLICATION À LA RÉGRESSION LOGISTIQUE

Théorème
On suppose qu’il existe η > 0 tel que X admette un moment d’ordre
2 + 2η. On suppose également que∇2G(θ) est est positive. Alors

‖θn − θ‖2
= O

(
ln n
nα

)
p.s.
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APPLICATION À LA RÉGRESSION LOGISTIQUE

0.001

0.010

0.100

1.000

1 10 100 1000
Taille de l'échantillon

E
rr

eu
r 

qu
ad

ra
tiq

ue Valeur de α

0.5

0.66

0.75

1

FIGURE – Evolution de l’erreur quadratique de θn en fonction de la
taille de l’échantillon n dans le cadre de la régression logistique.
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APPLICATION À LA RÉGRESSION LOGISTIQUE
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FIGURE – Evolution de l’erreur quadratique moyenne de θn en
fonction de la taille de l’échantillon n et du choix du paramètre α dans
le cadre de la régression logistique.
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REMARQUES

En prenant γn = cγn−1 et cγ > 1
2λmin

, on peut montrer

√
n (mn −m)

L−−−→
n→∞

N (0,ΣRM)

avec

ΣRM = cγ
∫ +∞

0
e−s

(
H− 1

2cγ
Id

)
Σe−s

(
H− 1

2cγ
Id

)
ds

avec Σ = E
[
∇hg (X,m)∇hg (X,m)

T
]
.
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EXERCICE

I Modèle linéaire :

On prend θ = (−2,−1, 0, 1, 2)T, Xi ∼ N (0, I5) et
εi ∼ N (0, 1).

1. Générer un échantillon (Xi,Yi)i=1,...,n avec n = 10000.
2. Ecrire une fonction qui ressorte l’ensemble de tous les

estimateurs θi, i = 0, . . . , n.
3. Tracer la courbe de l’évolution de l’erreur quadratique.
4. Générer maintenant 50 échantillons et tracer l’évolution de

l’erreur quadratique moyenne.

I Faire de même pour la régression logistique.
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