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APPROCHE DIRECTE

Théoreme
On suppose que la fonction G est strictement convexe, i.e pour tout
h # m,

(VG(h),h —m) >0

et que 'hypotheése (PS0) est vérifiée, i.e pour tout h
E[IVig (X.WIP] < € (14 h—m|).
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APPROCHE VIA LE DEVELOPPEMENT DE TAYLOR

Théoreme

On suppose que m est I'unique zéro du gradient et I'unique
minimiseur de G . On suppose également qu’il existe C, C’ tels que
pour tout h,

V2G| <C e E [||th(X,h)||2 < C' (1+G(h) — G(m)).

op —

Alors
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EXERCICE : APPROCHE LYAPUNOV

Démontrer le théoréme suivant :

Théoréme
On suppose qu'il existe une fonction V : R — R vérifiant :

o V(im)=0etVh#m,V(h)#0
o [l existe une constante C telle que pour tout h

E [IV4g (X, )| < C(1+V(R)
o [l existe o« > O tel que pour tout h
(VG(h), VV(h)) = aV(h)
o Le gradient de V est L-lipschitz : pour tout h, I,
IVL(R) = VL[| < Liih = 1|

Alors

.S
my p—) m.
n—-4o00
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APPLICATION AU MODELE LINEAIRE

Théoréme
Si X admet un moment d’ordre 4, admet un moment d’ordre 2 et si
E [XXT] est définie positive, alors

.S
0, —>— 0.
n—-+oo
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APPLICATION A LA REGRESSION LOGISTIQUE

Théoreme
On suppose que X admet un moment d’ordre 2 et que la Hessienne de
G en 0 est positive. Alors
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CADRE

On considére une suite de pas de la forme v, = c,n~* avec
cy >0eta € (1/2,1). On suppose que les hypotheses
suivantes sont vérifiées :

(PS1) Ilexisten > L —1 et C, tels que pour tout /,
E[IIVag (X 1)) < Cy (1++ 1 — m|P+27)

(PS2) La fonction G est deux fois continument différentiable sur
une voisinage de m et

Amin = Amin (VZG (m)) > 0.
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VITESSE DE CONVERGENCE

Théoréme
On suppose que les hypotheses (PS1) et (PS2) sont vérifées. Alors

Inn
Iy = m||* = O (W) p-s.
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APPLICATION AU MODELE LINEAIRE

Théoréme

Soit > 0. On suppose que X admet un moment d’ordre 4 + 4n et
que e admet un moment d’ordre 2 + 2. De plus on suppose que

E [XXT] est positive. Alors

16, — 0> = O (ln”> ps.

nOé
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APPLICATION AU MODELE LINEAIRE
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FIGURE - Evolution de l'erreur quadratique de 6, en fonction de la
taille d’échantillon n dans le cadre de la régression linéaire.
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APPLICATION AU MODELE LINEAIRE
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FIGURE - Evolution de l'erreur quadratique moyenne de 6, en
fonction de la taille d’échantillon 7 et du choix de « dans le cadre de
la réeression linéaire.
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APPLICATION A LA REGRESSION LOGISTIQUE

Théoréme
On suppose qu'il existe n) > 0 tel que X admette un moment d’ordre
2 + 2. On suppose également que V>G(0) est est positive. Alors

Inn
I, -0 =0 (%) ps

nOé
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APPLICATION A LA REGRESSION LOGISTIQUE
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FIGURE - Evolution de l'erreur quadratique de 6, en fonction de la
taille de I’échantillon n dans le cadre de la régression logistique.
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APPLICATION A LA REGRESSION LOGISTIQUE
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FIGURE - Evolution de l'erreur quadratique moyenne de 6, en
fonction de la taille de ’échantillon # et du choix du parametre « dans
le cadre de la réoression logistiaue.
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REMARQUES

—con! 1
En prenant v, = c,n"" et ¢y > 55—, on peut montrer

Vn (m, —m) ﬁN(O,ZRM)

avec

+oo
ERM:cW/ ¢ () s (Hat 1) g
0

avec X =E [th (X,m) Vig (X, m)T]



Vitesses de convergence presque siire

Convergence p.s
000000 0000000000
:

EXERCICE

» Modele linéaire :

Onprend 6 = (-2,-1,0,1,2)T, X; ~ N(0,15) et
ei ~N(0,1).
1. Générer un échantillon (X;, Y;),_; , avecn = 10000.
2. Ecrire une fonction qui ressorte I'ensemble de tous les
estimateurs 6;,i =0, ..., n.
3. Tracer la courbe de I'évolution de 'erreur quadratique.
4. Générer maintenant 50 échantillons et tracer I'évolution de
I'erreur quadratique moyenne.

» Faire de méme pour la régression logistique.
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