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DEFINITION

Fonction a minimiser :

G(h) = E[g(X, h)]

Algorithme de gradient stochastique : Pour toutn > 0

My41 = My — 'YnJrlvhg (Xn+1: mn)

Algorithme moyenné:

1 n
=g D
n+1—=
ot les my sont les estimateurs de gradient stochastique.

Ecriture récursive:

_ _ 1 _
Myqq = My + Y (Mpg1 — M) .
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LEMME DE TOEPLITZ

Lemme
Soit (ay) positive telle que 3, .o an = +oo et Xy, une suite de variables aléatoires
convergeant presque silrement vers X. Alors

1 i »

.S
- Zaka — X.
Zk:o S n— oo
Application :
p.s _ p.s
My ————m = My ——m

n——+oo n——+oo
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EFFICACITE ASYMPTOTIQUE

Théoréme
On suppose que les hypotheses (PS1) a (PS4) sont vérifiées. Alors

Vi (it — m) ﬁ N (O,H—le—l)

avec H = V2G(m) et & = % (m).
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REGRESSION LINEAIRE

Algorithme moyenné:

Ont1 = On + Ynt1 (Yn+1 - X£+19n> Xn1
— _ 1 —
9n+1 =0u+ m (9n+1 - en)

avec 0y = 6.

1.00-

SGD avec a =0.66
0.10- —— SGDavec a=0.75
~— ASGD avec a =0.66

ASGD avec a =0.75

Erreur quadratique moyenne

0.01-

i 10 100 1000
Taille d'échantillon

Figure: Evolution de I'erreur quadratique moyenne.
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TESTER HO: 6 = 0y "EN LIGNE”

Réécriture du TLC: Sous HO,

f(@n—eo)TH(én—eo) P

n
0'2 n——+oo Xd

Application: Soit Hy et 62 des estimateurs consistants. Alors

(o - GO)TE On-00) ,
Xd

6—% n——+oo

Cp:=+n
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SIMULATIONS
1.00-
0.75-
—— C,aveca=0.66
<
Lf 0.50- — Cpavec a =0.75
—_— Chi deux
0.25-
0.00-
0 5 10 15 20 25

Figure: Comparaison de la fonction de répartition de C,, avec n = 5000, pour o = 0.66 et
a = 0.75, et de celle d"une Chi 2 a 10 degrés de liberté dans le cadre du modele linéaire.
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IDEE

Modeéle linéaire:
Y=0"TX+¢

-1
Gradient stochastique: Posons H = E [XXT] = (100 181>.

1 — 411071 0

Choix de v,,?
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SIMULATIONS
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04- 40 le+dd-
0.3- 20-
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0.0 ' 0 . ' 0 -40- ' ' ' ' 0 ~le+dd- ' ' ' 0 '
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0.0- 500- 5.0e+44 - — 0
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Figure: Evolution des estimateurs de la premiére coordonnée (en haut) et de la deuxieme
(en bas) pour, de gauche a droite, c, = 0.1,c, = 1etc, = 10.



Algorithme moyenné Vitesse de convergence Algorithme de Newton stochastique
0000000000 0000 000@000000

SIMULATIONS (NEWTON STOCHASTIQUE)

1 2
0.0-
2-
-0.2-
1- -0.4- — ]
— Newton
}JK/WW\\/_, AV
-0.6-
0-
-0.8-
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000
Sample size

Figure: Evolution des estimateurs de la premiére coordonnée (a gauche) et de la
deuxiéme coordonnée (a droite) pour 1'algorithme de Newton stochastique.
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ALGORITHME DE NEWTON STOCHASTIQUE

Algorithme de Newton stochastique:

1 ——1
My41 = My — mHn V8 (Xiug1,mn)

Hypotheses sur Hy:
> H, ' est symétrique et définie positive.
» Il existe une filtration (F) telle que

» H, et m, sont F, mesurables.
» X1 estindépendant de F,,.

> On peut contrdler les valeurs propres de Hy:
Amax (ﬁn> =0(1) ps
Amax <Hn_l> =0 <71B) p.s

avec 8 < 1/2.

> (H1) = liminf Ay (F, ') > 0pis.
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CONVERGENCE
Théoréme
On suppose que les hypotheses sur les estimateurs de Hessiennes et les suivantes sont
vérifiées :

» [l existe une constante C telle que
vheR!, E[[IVig (X h)|?] < C+C(G(h) - G(m))
» La fonction G est deux fois continument différentiable sur une voisinage de m et
Amin = Amin (vzc (m)) > 0.
» La Hessienne de G est uniformément bornée: il existe Ly tel que

Vh e RY, HVZG(h)

<Lyg
op

Alors

5.
My p—) m.
n——+oo
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EFFICACITE ASYMPTOTIQUE

Théoréme
Sous certaines hypotheses,

Vi (g —m) —E— N (O,H—le—l)

n——+oo

avec H = V2G(m) et & = % (m).
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MODELE LINAIRE

Formule de Riccati: Soit A une matrice définie positive, pour tout u € R et
A>0,0onal+  uTA-1y > 1etdonc

-1
(A+xu) =47 = x (14 xTA™ ) AT A,
Algorithme de Newton stochastique:

1 ——
Onir = On+ = Hy (Yn+1 - XyT;+19n) Xt
Hily =H' = (14 XZ_HH;lX,,H) Hy ' X, 41 XD, Hy !
avec Hy positive et H, ' = (n + 1)H, .

Réécriture de H,;:

_ 1 T
H, = H, EXX
" n+1<0+ k )

k=1
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Figure: Evolution de l’erreur quadratique moyenne des estimateurs de gradient 6, (SGD),
de leur version moyennée 0, (ASGD) et des estimateurs de Newton stochastique 6, (SN)
en fonction de la taille de I’échantilon dans le cadre du modele linéaire.
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