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I. Cadre
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CADRE

Objectif: minimiser la fonction G : R? — R définie par
G(h) := E[g(X, )]
ol X est une variable aléatoire a valeurs dans un espace X'
Cadre: On supposera que G est convexe et on consideérera deux cas

» G est fortement convexe

» G est strictement convexe
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FONCTIONS FORTEMENT CONVEXES

Moyenne d’une variable aléatoire: Soit X un vecteur aléatoire de R%. Sa
moyenne minimise la fonction G définie par

Gy = SE [IX — HIP = 1XI7?]

Modele linéaire: On considere le modele
Y=0"X+e

avec X, ¢ des vecteurs aléatoires de R¥ indépendants et E [¢] = 0. Le parametre
6 est un minimiseur de la fonction

G(h) = %IE [(y - th)z} .
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FONCTIONS STRICTEMENT CONVEXES

Régression logistique: Soit (X, Y) vérifiant
Y|X ~ B (7r (aTX))

exp(x)

——=-_ Alors 6 est un minimiseur de la fonction
14-exp(x)

avec w(x) =

Gh)=E [log (1 + exp (hTX)) - hTXY]

Médiane d’une variable aléatoire: Soit X a valeurs dans R. Sa médiane
minimise la fonction
G(h) =E[|X — hl]

Médiane géométrique: Soit X a valeurs dans RY. Sa médiane géométrique est
un minimum de la fonction

G(h) = E[[IX =kl — [IX]]
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II. M-estimateurs
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DEFINITION
Soient Xy, ..., Xy des variables aléatoires i.i.d de méme loi que X. On

considere la fonction empirique
1 n
Gu(h) =+ > 8 (X )
k=1

Un M-estimateur est un minimiseur 71, de Gy,.

Médiane d’une variable aléatoire: Ona
1 n
Gu(h) =~ > X = hl
n 4
i=1
on retrouve la médiane empirique 7, = X (r21)-

Modele linéaire: On a

Gu(lt) = Z (v; _xfh)z

2n =

on obtient l’estimateur des moindres carrés 6, = (XXT) -1 XTy.
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”"CONTRE-EXEMPLES”

Régression logistique: On a

Gu(h) = % Z log (1 +exp (th,-)) — WX
i=1

» Algorithme de gradient

Médiane géométrique: On a

1 n
Gull) = — >~ IX; — |
i=1

» Algorithme de Weiszfeld
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ESTIMATION EN LIGNE

On considéres des variables aléatoires Xy, . .., Xy, X;,41, . .. arrivant de
maniere séquentielle.

Objectifs: Mettre a jours les estimateurs avec le moins de calculs possibles.

Estimation de la moyenne: On a

X1 = Xn + nlﬁ (Xn+1 - Xn)

Estimateur de la variance: Ona

1
Sh=Sh+ P (Xn+1XZ+1 - Eﬁ)

2 2 < .%r
Sn-‘,—l = En-&-l - Xn+1Xn+1'
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III. Algorithmes de gradient stochastiques
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ALGORITHME DE GRADIENT

On cherche a minimiser la fonction convexe G définie par
G(h) =Efg(X,m)].
L’algorithme de gradient est défini de maniere itérative par
M1 = my — VG (m)

ol 7; est une suite de pas positifs.
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ALGORITHMES DE GRADIENT STOCHASTIQUES

Fonction a minimiser :

G(h) = E [g(X, h)]

Algorithme de gradient stochastique : Pour toutn > 0
M1 = M = Yup1 Vig (Xnje1, 1in)

avec g borné et (vy;) une suite de pas positifs vérifiant

Z’yn:—l—oo et Z’yg < 4o00.

n>1 n>1

Médiane géométrique: On a

X 1—m
Myy1 = My + ’Yn-&-lm-
n - n

Régression linéaire: Ona

T
My1 = My + Yng1 (Yn+1 - mnxn+1> .
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APPROCHE NON ASYMPTOTIQUE

Pas : On prend
Y =cyn~ ¢, avec ¢y >0, et ac(1/2,1)

Hypotheses :
1. 1l existe un minimiseur m de la fonction G.
2. La fonction G est u-fortement convexe: pour tout h € RY,

(VG() = m) > = m]?.
3. Tlexiste C > 0 tel que pour tout i € R,

E[IVig (X, WIP] < € (1+ = m|?).

Vitesse de convergence : Il existe une constant C’ telle que pour toutn > 1,

E [my = m|?] < C'.
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PREUVE
Lemme

Soit (6n) une suite positive vérifiant

dng1 < (1 — Y41 + h’Y,Z,H) o + C’Yﬁﬂ

avec vy = cyn~ %, ¢y, a,b,¢ > 0, et a € (1/2,1). Alors il existe une constante C’
telle que pour tout n > 1,
o < C/’Yn
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APPLICATION A LA REGRESSION LINEAIRE
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Figure: Evolution de l'erreur quadratique moyenne de 6, en fonction de la taille
d’échantillon 7 dans le cadre de la régression linéaire.
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IV. Théoreme de Robbins-Siegmund et
convergence presque siire
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THEOREME DE ROBBINS-SIEGMUND

Théoréme (Robbins-Siegmund)

Soit (Vi) , (An), (Bu) , (Cy) trois suites de variables aléatoires positives adaptées i
une filtration (F,). On suppose que

E [Vig1|Fn] < (14 An) Vi + By — Ca

et que les suites (An) et (By) vérifient

ZA,, < +oo ps et ZB" < +oo ps.

n>0 n>0

Alors V, converge presque silrement vers une variable aléatoire finie et

ch < +oo ps.
n>0
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ESTIMATION EN LIGNE DES QUANTILES

On consideére x, le quantile d’ordre p € (0, 1) de X. On peut construire
I'estimateur en ligne

My4+1 = Mp — Yn+1 (1X,,+1§m,, - P)

Z'yn:-i-oo et Z'yﬁ < +oo.

n>1 n>1

avec

Si la fonction de répartition Fx est strictement croissante au voisinage de xp,
alors

.5
LR
n——4o0
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ESTIMATION EN LIGNE DES QUANTILES

15-
0.4-
12-
03-
£ 021 E 09-
0.1-
06-
00-
. . . . . 03- 4 , , , .
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000
n n

Figure: Evolution de l’estimation des quantiles d’ordre 0.25 (a gauche) et 0.75 a droite
pour la loi exponentielle de parameétre 1.
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CONVERGENCE PRESQUE SURE

Théoréme
On suppose que la fonction G est strictement convexe, i.e pour tout h # m,

(VG(h),h — m) >0

et qu'il existe C > 0 tel que pour tout h
E[I0ag (X m)2] < € (1+ [Ih = mlP).

Alors
p.s
My ————m
n——+oo
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APPROCHE VIA LE DEVELOPPEMENT DE TAYLOR

Théoréme
On suppose que m est I'unique zéro du gradient et I'unique minimiseur de G . On
suppose également qu’il existe C, C' tels que pour tout h,

HVZG(h)

,SC e E[IVigOmI] <+ Gl - Gm).

Alors
p.s
My ——— M.
n——+oo
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OPTIMALITE ?

Remarque : En prenant v, = ca,n_1 etcy > , on peut montrer

_1
2>‘min
L
Vi (my — m) mN(Q Yrm)
avec

+oo 4(1#414) 75<H7L1d>
YRM = Cy / e 2y ) se ) ds
0

avec X =E [th (X,m) Vg (X, m)T].
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