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IDÉE

Modèle linéaire :
Y = θTX + ε

Gradient stochastique : Posons H = E
[
XXT

]
=

(
10−1 0

0 101

)
.

E [θn+1 − θ] =

(
1− γn+110−1 0

0 1− γn+1101

)
E [θn − θ]

Choix de γn ?
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SIMULATIONS
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FIGURE – Evolution des estimateurs de la première coordonnée (en
haut) et de la deuxième (en bas) pour, de gauche à droite,
cγ = 0.1, cγ = 1 et cγ = 10.
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SIMULATIONS (NEWTON STOCHASTIQUE)
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FIGURE – Evolution des estimateurs de la première coordonnée (à
gauche) et de la deuxième coordonnée (à droite) pour l’algorithme de
Newton stochastique.
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ALGORITHME DE NEWTON STOCHASTIQUE

Algorithme de Newton stochastique :

mn+1 = mn −
1

n + 1
H
−1
n ∇hg (Xn+1,mn)

Hypothèses sur Hn :

I H
−1
n est symétrique et définie positive.

I Il existe une filtration (Fn) telle que
I Hn et mn sont Fn mesurables.
I Xn+1 est indépendant de Fn.
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Vitesse de convergence
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CADRE
Hypothèses sur la fonction G :

(PS0”) Il existe une constante C telle que

∀h ∈ Rd, E
[
‖∇hg (X, h)‖2

]
≤ C + C (G(h)− G(m))

(PS2) La fonction G est deux fois continument différentiable sur
une voisinage de m et

λmin := λmin

(
∇2G (m)

)
> 0.

(PS5) La Hessienne de G est uniformément bornée : il existe L∇G
tel que

∀h ∈ Rd,
∥∥∇2G(h)

∥∥
op ≤ L∇G

I (PS5) =⇒ ∇G(.) est L∇G Lipchitz.
I G fortement convexe + (PS0) =⇒ (PS0”).
I (PS0”) + (PS5) =⇒ (PS0) .



Algorithme de Newton stochastique Vitesse de convergence Régression linéaire Régression logistique

HYPOTHÈSE SUR L’ESTIMATEUR Hn

(H1) On peut contrôler les valeurs propres de Hn :

λmax

(
Hn
)

= O(1) p.s

λmax

(
H
−1
n

)
= O

(
nβ
)

p.s

avec β < 1/2.

I (H1) =⇒ lim inf λmin

(
H
−1
n

)
> 0 p.s.
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CONVERGENCE

Théorème
On suppose que les hypothèses (PS0”), (PS2), (PS5) et (H1) sont
vérifiées. Alors

mn
p.s.−−−−−→

n→+∞
m.
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NOUVELLE HYPOTHÈSE SUR Hn

(H2) On a

Hn
p.s−−−−−→

n→+∞
H et H

−1
n

p.s−−−−−→
n→+∞

H−1

Remarque : La plupart du temps, on a

mn
p.s−−−−−→

n→+∞
m =⇒ Hn

p.s−−−−−→
n→+∞

H



Algorithme de Newton stochastique Vitesse de convergence Régression linéaire Régression logistique

VITESSE DE CONVERGENCE

Théorème
On suppose que les hypothèses (PS0”) (PS2), (PS5), (H1) et (H2)
sont vérifiées. Alors, pour tout δ > 0,

‖mn −m‖2
= o

(
(ln n)1+δ

n

)
p.s.
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EFFICACITÉ ASYMPTOTIQUE

(H3) On suppose que les hypothèses (PS0”) (PS2), (PS5), (H1)
et (H2) sont vérifiées, alors il existe pH > 0 tel que

∥∥Hn −H
∥∥

op = O
(

1
npH

)
p.s∥∥∥H

−1
n −H−1

∥∥∥
op

= O
(

1
npH

)
p.s

I Avoir une vitesse pour mn implique d’avoir une vitesse
pour Hn.
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EFFICACITÉ ASYMPTOTIQUE

Théorème
On suppose que les hypothèses (PS0”), (PS2) à (PS5), et (H1) à (H3)
sont vérifiées, alors

√
n (mn −m)

L−−−−−→
n→+∞

N
(
0,H−1ΣH−1)

avec H = ∇2G(m) et Σ = Σ(m).
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Régression linéaire
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UNE FORMULE MAGIQUE

Formule de Riccati : Soit A ∈Md(R) une matrice inversible et
u, v ∈ Rd. Si 1 + vTA−1u 6= 0, alors A + uvT est inversible et(

A + uvT)−1
= A−1 −

(
1 + vTA−1u

)−1
A−1uvTA−1.

Cas particulier : Soit A une matrice définie positive, pour tout
u ∈ Rd et λ ≥ 0, on a 1 + λuTA−1u ≥ 1 et donc(

A + λuuT) = A−1 − λ
(
1 + λuTA−1u

)−1
A−1uuTA−1.
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L’ALGORITHME

Algorithme de Newton stochastique :

θn+1 = θn +
1

n + 1
H
−1
n
(
Yn+1 − XT

n+1θn
)

Xn+1

H−1
n+1 = H−1

n +
(
1 + XT

n+1H−1
n Xn+1

)−1
H−1

n Xn+1XT
n+1H−1

n

avec H0 positive et Hn = (n + 1)H−1
n .

Réécriture de Hn :

Hn =
1

n + 1

(
H0 +

n∑
k=1

XkXT
k

)
.
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VITESSE DE CONVERGENCE

Théorème
On suppose qu’il existe η > 0 tel que X et ε admettent des moments
d’ordre 4 + η et 2 + η. Alors pour tout δ > 0,

‖θn − θ‖2
= o

(
(ln n)1+δ

n

)
p.s. et

√
n (θn − θ)

L−−−−−→
n→+∞

N
(
0, σ2H−1)
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SIMULATIONS
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FIGURE – Evolution de l’erreur quadratique moyenne des estimateurs
de gradient θn (SGD), de leur version moyennée θn (ASGD) et des
estimateurs de Newton stochastique θ̃n (SN) en fonction de la taille de
l’échantilon dans le cadre du modèle linéaire.
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Régression logistique
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L’ALGORITHME

Algorithme de Newton stochastique :

αn+1 = π
(
θT

n Xn+1
) (

1− π
(
θT

n Xn+1
))

θn+1 = θn +
1

n + 1
H
−1
n
(
Yn+1 − π

(
θT

n Xn+1
))

Xn+1

H−1
n+1 = H−1

n − αn+1
(
1 + αn+1XT

n+1H−1
n Xn+1

)−1
H−1

n Xn+1XT
n+1H−1

n

avec H−1
0 symétrique et définie positive, H

−1
n = (n + 1)Hn.

Réécriture de Hn :

Hn =
1

n + 1

(
H0 +

n∑
k=1

π
(
θT

n Xn+1
) (

1− π
(
θT

n Xn+1
))

XkXT
k

)
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L’ALGORITHME

Algorithme de Newton stochastique tronqué :

αn+1 = π
(
θT

n Xn+1
) (

1− π
(
θT

n Xn+1
))

θn+1 = θn +
1

n + 1
H
−1
n
(
Yn+1 − π

(
θT

n Xn+1
))

Xn+1

H−1
n+1 = H−1

n − an+1
(
1 + an+1XT

n+1H−1
n Xn+1

)−1
H−1

n Xn+1XT
n+1H−1

n

avec an+1 = max
{
αn+1,

cβ
(n+1)β

}
avec cβ > 0 et β ∈ (0, 1/2)

Réécriture de Hn :

Hn =
1

n + 1

(
H0 +

n∑
k=1

max

{
αk+1,

cβ
(k + 1)β

}
XkXT

k

)



Algorithme de Newton stochastique Vitesse de convergence Régression linéaire Régression logistique

VITESSE DE CONVERGENCE

Théorème
On suppose que X admet un moment d’ordre 4. Alors pour tout
δ > 0,

‖θn − θ‖2
= o

(
(ln n)1+δ

n

)
p.s. et

√
n (θn − θ)

L−−−−−→
n→+∞

N
(
0,H−1)
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SIMULATIONS
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FIGURE – Evolution de l’erreur quadratique moyenne des estimateurs
de gradient (SGD), de leur version moyennée (ASGD) et des
estimateurs de Newton stochastique (SN) en fonction de la taille de
l’échantillon dans le cadre de la régression logistique.
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