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IDEE

Modele linéaire :
Y=0"X+e

-1
Gradient stochastique : Posons H = E [XX"] = <100 181>.

1—~,411071 0
Bl =01 = ( i (J)rl 1-— ’Yn+1101> £l =]

Choix de 7, ?
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FIGURE - Evolution des estimateurs de la premiere coordonnée (en
haut) et de la deuxiéme (en bas) pour, de gauche a droite,
¢y =01,c, =1etc, =10.
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SIMULATIONS (NEWTON STOCHASTIQUE)
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FIGURE - Evolution des estimateurs de la premiére coordonnée (a
gauche) et de la deuxiéme coordonnée (a droite) pour 'algorithme de
Newton stochastique.
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ALGORITHME DE NEWTON STOCHASTIQUE

Algorithme de Newton stochastique :

1 —
Myy1 = My — mHﬂ th (Xn+17 mn)

Hypotheses sur H,, :
=1 . i .y
» H, estsymétrique et définie positive.
» Il existe une filtration (F;,) telle que

» H, et m, sont F, mesurables.
» X1 estindépendant de F,.
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CADRE
Hypotheses sur la fonction G :
(PS0”) Il existe une constante C telle que

Ve R, E[|IVig (X,h)|*| < C+C(G(H) — Gm))

(PS2) La fonction G est deux fois continument différentiable sur
une voisinage de m et

)\min = )\min (VZG (m)) > 0.

(PS5) La Hessienne de G est uniformément bornée : il existe Ly g
tel que

vheRY, [[V2G(h)],, <Lvc

» (PS5) = VG(.) est Ly¢ Lipchitz.
» G fortement convexe + (PS0) — (PS0”).
> (PS0”) + (PS5) = (PS0) .
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HYPOTHESE SUR L’ESTIMATEUR H,,

(H1) On peut controler les valeurs propres de H,, :

Amax (Hn) = O(1) ps
Amax (ITI;1> =0(n") ps

avec § < 1/2.

> (H1) = liminf A, (H; 1) > 0p.s.
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CONVERGENCE

Théoréeme
On suppose que les hypotheses (PS0”), (PS2), (PS5) et (H1) sont
vérifiées. Alors
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NOUVELLE HYPOTHESE SUR H,,

(H2) Ona

— .8 ——1 .S _
H —"sH e H —"“H'
n—-+oco n——4o0

Remarque : La plupart du temps, on a

.S — .S
my p—) m — Hn p—) H
n—-4o00 n—-4o0
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VITESSE DE CONVERGENCE

Théoréme
On suppose que les hypotheses (PS0”) (PS2), (PS5), (H1) et (H2)
sont vérifiées. Alors, pour tout § > 0,

1+6
|y, —m|* =0 ((lnn)> p.s.

n



Algorithme de Newton stochastique Vitesse de convergence Régression linéaire Régression logistique
00000 00000080 00000 00000
:

EFFICACITE ASYMPTOTIQUE

(H3) On suppose que les hypotheses (PS0”) (PS2), (PS5), (H1)
et (H2) sont vérifiées, alors il existe py > 0 tel que

— 1
[t =0 (5 ) v

1
» =0 (nPH> p.s

» Avoir une vitesse pour 1, implique d’avoir une vitesse
pour H,,.

Hﬁgl _H!
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EFFICACITE ASYMPTOTIQUE

Théoreme
On suppose que les hypotheses (PS0”), (PS2) a (PS5), et (H1) a (H3)
sont vérifiées, alors

Vi (my, —m) —5— N (0,H'SH™)

n——+oo

avec H = V*G(m) et ¥ = % (m).
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UNE FORMULE MAGIQUE

Formule de Riccati: Soit A € M,;(R) une matrice inversible et
u,v € R4 Si14+0vTA-u # 0, alors A + uv” est inversible et

(A+w") " =A — (1+0TA ) A uoTAT
Cas particulier : Soit A une matrice définie positive, pour tout
ueRletA>0,onal+ \ulA2u>1etdonc

(A+ ) = A7 = X\ (T4 TA ) T A A
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L’ALGORITHME

Algorithme de Newton stochastique :

1 —
On+1 = 0n + mHn (Vi1 — Xi160n) Xupa
_ _ _ -1 . _
Hnjl =H, '+ (1+ X) 1 H, "Xos1)  Hy' X1 X Hy '

avec Hy positive et H, = (n + 1)H, ..

Réécriture de H,, :

— 1 1 T
Hy= <H0+ZXka>.

k=1
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00000

VITESSE DE CONVERGENCE

Théoréme

On suppose qu'il existe ) > 0 tel que X et e admettent des moments
d’ordre 4 + n et 2 + 0. Alors pour tout § > 0,

1+6
16, — 0> =0 (“I“;)) ps. et /n(6,—0) %ﬂg N (0,6°H™Y)
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FIGURE - Evolution de I'erreur quadratique moyenne des estimateurs
de gradient 6, (SGD), de leur version moyennée 0, (ASGD) et des
estimateurs de Newton stochastique 6, (SN) en fonction de la taille de
I’échantilon dans le cadre du modele linéaire.
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Régression logistique
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7
L’ALGORITHME

Algorithme de Newton stochastique :

i = 7 (] Xsr) (1~ 7 (0] X4))

1 —
On+1 = 0n + mHn (Yopr —m (HZXn+1)) X1
_ _ _ -1 __ _
H L =H "' = onpr (14 ona Xh o Hy ' Xa1) Hy ' X X0 Hy !

avec H, ' symétrique et définie positive, H, "= (n+1)H,.

Réécriture de H,, :

R 1 n
M= (HO + ) (65 Xue1) (1= (67 Xu11)) XiX{ )
k=1
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L’ALGORITHME

Algorithme de Newton stochastique tronqué :

it = 7 (0 X1) (1= 7 (0 %0)

1 —
9n+1 0 + n+ 1H (Yn+1 — T (HZXVI+1)) Xn+1
_ _ _ -1 . _
H ! L =H =t (L4 ann Xp o Hy ' Xag1) Hy ' X X0 Hy

avec a4, 11 = max {anﬂ, (nfriﬁl)ﬁ} aveccg >0etf € (0,1/2)

Réécriture de H,, :

_ 1 n
H,=——|H Xi X
e ( o+ZmaX{ak+1, (k+1) } k k)

k=1
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VITESSE DE CONVERGENCE

Théoréme

On suppose que X admet un moment d’ordre 4. Alors pour tout
0>0,

145
16, — 0] =0 (%) ps. et Va0, —0) —=— N (0,H™)

n——+oo
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FIGURE - Evolution de I'erreur quadratique moyenne des estimateurs
de gradient (SGD), de leur version moyennée (ASGD) et des
estimateurs de Newton stochastique (SN) en fonction de la taille de
I'échantillon dans le cadre de la régression logistique.
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