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CADRE

Objectif : minimiser la fonction G : RY — R définie par
G(h) := E[3(X, h)]
ou X est une variable aléatoire a valeurs dans un espace X'

Cadre : On supposera que G est convexe et on considerera
deux cas

» G est fortement convexe
» G est strictement convexe
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FONCTIONS FORTEMENT CONVEXES

Moyenne d’une variable aléatoire : Soit X un vecteur
aléatoire de R?. Sa moyenne minimise la fonction G définie par

1

2
= SE|IX = hl" = IX]7} .

G(h)
Modele linéaire : On considere le modele
Y=0"X+e

avec X, e des vecteurs aléatoires de R? indépendants et
E [¢] = 0. Le parametre 6 est un minimiseur de la fonction

G(h) = %]E (v =h"x)"].
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FONCTIONS STRICTEMENT CONVEXES

Régression logistique : Soit (X, Y) vérifiant

Y|X ~B(r (67X))

avec m(x) = 225 Alors § est un minimiseur de la fonction

T 14exp(x)”

G(h) =E [log (1 +exp (k" X)) — K" XY]
Médiane d’une variable aléatoire : Soit X a valeurs dans R. Sa
médiane minimise la fonction
G(h) = E[IX ~ h]
Médiane géométrique : Soit X a valeurs dans R?. Sa médiane

géométrique est un minimum de la fonction

G(h) =E[[[X = hl| — [ X]]
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II. M-estimateurs
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DEFINITION

Soient Xj, ..., X, des variables aléatoires i.i.d de méme loi que
X. On considere la fonction empirique

Galh) = =3 (Xe, )
k=1

Un M-estimateur est un minimiseur 11,, de G,,.
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EXEMPLES

Moyenne d’un vecteur aléatoire : On a
1 ¢ 2 2
Galh) = 5 >~ 1% — hl> = 1 X
i=1

et on retrouve 71, = X,,.

Modele linéaire : On a

1 & 2
Gu(h) = 5 > (Yi—XTh)
i=1

on obtient 'estimateur des moindres carrés 6, = (XxT) “IXTy,

Médiane d’une variable aléatoire: On a
1 n
Golh) = 5 221X,
1=

on retrouve la médiane empirique 11, = X (re1)-
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"CONTRE-EXEMPLES”

Régression logistique : On a

1 n
Gu(h) = - Z log (1 +exp (h'X})) — h'X;Y;.
i=1

» Algorithme de gradient

Médiane géométrique : On a
1 n
Gulh) = - >~ 1% ]
i=1

» Algorithme de Weiszfeld
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UN RESULTAT DE CONVERGENCE

Théoreme
On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

e 11, converge en probabilité vers m.

o Pour presque tout x, la fonction g(x, .) est deux fois
continument différentiable.

e DPour presque tout x, la fonction Vig(x,.) est L(x)-lipschitz, i.e

Vi, || VP8 (x,h) — Vg (X, H)| , < L(x)||h— 1.

[

> L(X) et V2g(X,m) admettent des moments d’ordre 2.
» H := V2G(m) est inversible.

Alors, en notant ¥ = E [th (X,m)Vpg (X, m)T} ,ona

Vi (i, —m) —=— N (0,H 'SH™Y).

n——+oco
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ESTIMATION EN LIGNE

On consideres des variables aléatoires X, . .., Xy, Xy11, . ..
arrivant de maniere séquentielle.

Objectifs : Mettre a jours les estimateurs avec le moins de
calculs possibles.

Estimation de la moyenne: On a

— 1 —
Xn+1 X + — n+1 (Xn+l - Xn)

Estimateur sans biais de la variance : On a

1
Sh =20+ P (Xn41X5 11 — Z7)

n+1 n+lg ST
Sn+1 EnJrl Xn41Xp41-
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III. Algorithmes de gradient stochastiques
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ALGORITHME DE GRADIENT

On cherche a minimiser la fonction convexe G définie par
G(h) =E[g (X, h)].
L’algorithme de gradient est défini de maniere itérative par
My = my — VG (my)

ou 7; est une suite de pas positifs.
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ALGORITHMES DE GRADIENT STOCHASTIQUES

L’algorithme de gradient stochastique est défini de maniere
récursive pour tout n > 0 par

7nn+1::nh'_7%+1v%g(xﬁ+lﬂnn)

avec mg borné et (vy,) une suite de pas positifs vérifiant

Z’yn:+oo et wai<+oo.

n>1 n>1
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EXEMPLES

Régression linéaire : On a

0n+1 =0, + Yn+1 (Yn+1 - HZ;XVI-‘rl) .

Régression logistique : On a

Ont1 = 0n + Yur1 (Y1 — 7 (05 Xnt1)) Xns1-

Médiane géométrique : On a

Xn—i—l — My

Mpt1 = My + '7n+1m'
1 n
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APPROCHE NON ASYMPTOTIQUE

On prend v, = cyn~“ aveccy > 0eta € (1/2,1) et on suppose que les
hypotheses suivantes sont vérifiées :

1. Il existe un minimiseur m de la fonction G.

2. La fonction G est p-fortement convexe : pour tout i € ]Rd,
(VG(h),h—m) > p||h — .
(PS0) Tl existe C > 0 tel que pour tout h € R?,
E[I9ig 1P| < ¢ (14 In—m]?).

Alors, en notant C' = max {C, 2y}, pour toutn > 1,

B [Ima ] < 25 (€€ 5727 o (g2 ) (8 [Ima - mi?] +1)
2c,C
pn

—+




Cadre M-estimateurs Algorithmes de gradient stochastiques

0000 000000 0000000000000 00e0000
:

PREUVE

La preuve repose sur le lemme suivant (admis) :

Lemme
Soit (8,) une suite positive vérifiant

Su1 < (1= 2pymg1 + 229541 60 + 20797 41

avec vy, = cyn~%, ¢y, L > >0, o2>0etae (1/2,1). Alors pour
toutn > 1,

2 2 4c 2
0y < 2exp (—%nl’”‘> exp (ZLZC?Y Zai 1) <50 + ;) + ’u;z
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APPLICATION A LA REGRESSION LINEAIRE

On suppose
> B[] < +oc.
> E[XY] < +oo
> La matrice E [XXT] est définie positive et on note p sa plus
petite valeurs propre.

On a alors

E [||0n — 0“2] < 2exp (Cci 2042i 1) exp (7%67”1—0‘) (IE [||mo - mHZ] + 1)
2¢,C
pne

avec C = max {Z]E [ E [||X||2] ,2F [\|X||4] }
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APPLICATION A LA REGRESSION LINEAIRE

Valeur de a
— 05
— 066
— 0.75
—1

Erreur quadratique moyenne
o
5

°
2

1000

100
Taille de I'échantillon

FIGURE - Evolution de l'erreur quadratique moyenne de 6, en
fonction de la taille d’échantillon 7 dans le cadre de la régression
linéaire.
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UNE PROPOSITION UTILE

Proposition
Soit &, v, deux suites positives telles que
o vy =cyn Yaveccy >0et o€ (1/2,1).
o [l existe un rang ng, une constante cy € (0, 7,;01) et une suite
positive vy telle que pour tout n > ny,

On1 < (1T —coVns1) On + Vns1Vny1-
Alors pour tout n > 2ny,
n/2—1

coC 1—
0y < ex (—771’1 a) Ony + 10k+1 | + max Ukl
n S €Xp 4 1o kz: Vie+10k+ n/2<kit n1 k+
=Ny
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POUR SIMPLIFIER

Corollaire
Soit &, v, deux suites positives telles que

o vy =cyn Yaveccy >0et o€ (1/2,1).
o [l existe un rang ng, une constante cy € (0, 7,;01) et une suite
positive v, telle que pour tout n > ny,

Snt1 < (1 = covnt1) On + Ynt10n41-
Siv, = Cy(lnn)Pn® avec B,v € R, alors

0y = O (vy) .
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