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I. Intervalles de confiance
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INTERVALLES DE CONFIANCE

Soient Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées.

Soit a € (0,1), un intervalle de confiance pour le parametre ¢
au niveau de confiance 1 — « est un intervalle de la forme

Ilea(e) = [IZ (Xl, e ,Xn) ; b (X1, e ,Xn)]
avec
Ploea(Xy,....Xn);0(Xq,..., X)) =1—a.
Attention! Cela ne signifie pas que 6 € IC1_,(6).

Attention! On ne peut pas dire que la probabilité que ¢
appartienne a la réalisation de IC;_,(6) estde 1 — a..
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EXEMPLES

Exemple 1: On considere des variables aléatoires i.i.d
Xi,...,X, de densité

0
f9 (x) = EIXZZG

avec 6 > 0. Soit « € (0,1), un intervalle de confiance de niveau
1 — a pour § est donné par

ICl_a(G) = [X(l)al/n;X(l)} .

Exemple 2 : loi uniforme. On considére des variables
aléatoires i.i.d Xy, ..., X, avec X7 ~ U([0,0]) et § > 0. Soit

a € (0,1), un intervalle de confiance de niveau 1 — « pour 6 est
donné par

ICl,a(G) = X(n); X(n)ail/n
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REMARQUE

Souvent, on cherche des intervalles tels que

PO <a(Xy,...,Xn)]=P[O>b(Xq,...,Xn)] = /2.
Exemple 1: On obtient un intervalle de la forme (si o < 1/2)

IC)_o(6) = [x(l) (%)1/" X (1- 3‘)1/1 .

Exemple 2 : On obtient un intervalle de la forme (si o < 1/2)

IC1_a(6) = {X(n) (- %)—w o, (g)_un]
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REMARQUE

Un intervalle de confiance pour le parametre § au niveau de
confiance au moins 1 — « est un intervalle de la forme

IC1_a(8) = [a (X1, ., Xu) b (X1, ..., Xu)]
avec

Pl e a(Xy,....Xu):b(X1,....X)]] >1— a.

Exemple : loi de Bernoulli. Soit Xj, ..., X, des variables
aléatoires i.i.d avec X3 ~ B(0) et 0 € (0,1). Un intervalle de
confiance de niveau au moins 1 — « est donné par

1 — 1
— : X .
2 /an’ " + 2/an

IC1_a(0) = | X,
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BILATERE VS UNILATERE

Remarque : Pour les intervalles précédents, on parle
d’intervalles de confiances bilateres.

Remarque : On peut également construire des intervalles de
confiances de la forme

]—OO,b(Xl,...,Xn)] et [Q(X1,...,Xn)7+00[.

On parle alors d’intervalles de confiance unilateres.
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QUANTILES

On consideére une variable aléatoire X et on note F sa fonction
de répartition.

Définition
Pour tout o € (0,1), on appelle quantile d’ordre « le réel q, tel que

o =inf{x e R, F(x)>a}.

Si la fonction de répartition F est strictement croissante, elle est
inversible et on a alors

F(go)=a < go = F (a).
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EXEMPLES

Exemple 1: la loi uniforme. Soit X ~ U([a,b]). Soit « € (0,1),
le quantile g, d’ordre a de X est donné par

Jo =a+ a(b—a).
Exemple 2 : 1a loi exponentielle. Soit X ~ £(1). Soit a € (0,1),
le quantile g, d’ordre a de X est donné par

o = —In(1 — a).

Exemple 3 : la loi de Bernoulli. Soit X ~ B(#). On a

%:{o sia € (0,1— 0 o

1 sinon
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II. Rappels sur la loi normale
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RAPPELS SUR LA LOI NORMALE

Soient X3, ..., X, des variables aléatoires suivant des lois
normales de moyennes y1, . . ., u, et de variances O'%, ...,02.0n
rappelle que la fonction caractéristique de X; est définie pour
toutt € R par

. Po?
Dy, () = exp (uﬂt— ;fl)
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RAPPELS SUR LA LOI NORMALE

Proposition

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant des

lois normales de moyennes yi1, . . ., i, et de variances af, e

Alors toute combinaison linéaire des X; suit une loi normale. Plus
précisément, soient A1, .., A, € R, alors

Z )\,‘Xi ~ N (,u, 02)

i=1

aovec

n

= Z Aifti
i—1
n

o = E No?

i=1
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LoI Du CHI-DEUX

Définition
Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant une
loi normale centrée réduite. Alors la variable aléatoire

Zy = En:X,?
i=1

suit une loi du Chi-deux & n degrés de liberté (x?2).
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Lol bu CHI-DEUX
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FIGURE - Densité d'une chi deux a n = 2, 5,10 degrés de liberté
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LOI DE STUDENT

Définition
Soient Z, U deux variables aléatoires indépendantes telles que
Z ~N(0,1) et U ~ x2, alors

oit Ty, suit une loi de Student a n degrés de liberté.
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LOI DE STUDENT

FIGURE - Densité d'une loi de Student a n = 5,15, 30 degrés de liberté.
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LOI DE STUDENT

Proposition

Soit T,, une variable aléatoire suivant une loi de Student a n degrés
de liberté. Sin > 2, alors :

» T, admet un moment d’ordre 1

» E[T,]=0.

» La loi de Student est symétrique en 0.
» On a la convergence en loi

T, —=— N(0,1).
n—+o00
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II1. Cas Gaussien



Intervalles de confiance Rappels sur la loi normale Cas Gaussien Intervalles de confiance asymptotiques

00000000 00000000 0®000000 000000
:

CAS GAUSSIEN

Soient Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes

suivant une loi normale d’espérance 1 et de variance o2.

Proposition
Ona
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CAS OU LA VARIANCE EST CONNUE

Proposition
Pour tout a € (0,1),

_ - B ,
F X”_qlf‘l/zﬁgﬂfxn"‘%w/zﬁ =1l-a

01l q1_q > est le quantile d’ordre 1 — o/2 de la loi normale centrée
réduite, i.esi Z ~ N(0,1),

PZ<qiap] =1-a/2.

On obtient donc l'intervalle de confiance de niveau 1 — «

Cioai) = (K= ooy i o+ ey
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INTERVALLES UNILATERES

On peut également obtenir les intervalles de confiances
unilateres suivants :

ICi_o(p) = } —00; Xy + ‘h—a%]
e
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CAS OU LA VARIANCE EST INCONNUE

Proposition

Soient X, = 130  Xiet S2 = L3 (Xi— Y,,)z, alors

=
n—1¢2 2
1. %5, ~ X1

2. S, et X, sont indépendants.

Corollaire

Ona .

Xn — K ~ 1
Sn n—1,

Vn

ott T—1 suit une loi de Student a n — 1 degrés de liberté.
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CAS OU LA VARIANCE EST INCONNUE
Corollaire (Intervalles de confiance)
Soit a € (0,1), alors

S S

P Xﬂ - tn71717a/27% <p< Xn + tnfl)lfa/z\/i% =1l—-«a

0il t,_11_q /2 est le quantile d’ordre 1 — «/2 de la loi de Student a
n — 1 degrés de liberté, iesi T ~ T,_q,

P [T S tn—l,l—a/Z] =1- a/2

On obtient donc l'intervalle de confiance au niveau 1 — «

- S, = S
IC—a(p) = | Xn — tnfl,lfa/Z\/i%;Xn + tnfl,lfa/Z\/inﬁ
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INTERVALLES UNILATERES

On peut également obtenir les intervalles de confiances
unilateres suivants :

= S
ICl—a(M) = :| —003 Xn + tn—l,l—a_n:|

IC1—a(p)

I
e
3
-
3
L
-
|
Q

E
+

| —
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ESTIMATION DE LA VARIANCE

Proposition
Soit e € (0,1), alors

—1)82 _1)82
(Tl 1)Sn < 0_2 < (1’1 1)511

P =1-«

klfa/Z koc/Z

0l ko, j2 et ki /o sont les quantiles d’ordre a/2 et 1 — o/2 d'une loi
du Chi-deux a n — 1 degrés de liberté, i.e si Z ~ Xﬁfl,

P[nga/z] :a/Z P[nglfa/Z} :1—0/2

On obtient donc l'intervalle de confiance au niveau 1 — «

(n—-1)S; (n—-1)S;

ICl—a (0_2) = klfa/Z ’ ka/z
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IV. Intervalles de confiance asymptotiques
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INTERVALLES DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUES

On s’intéresse a 1’'estimation d’une caractéristique ou d'un
parametre 6 d’une variable aléatoire X. On dispose d'un
estimateur 6, asymptotiquement normal, i.e il existe o > 0 tel
que

Vi (0= 0) —£5 N (0,07).

n—-+oo

On supposera également que 1’on a un estimateur consistant 2

de o2.
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INTERVALLES DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUES

Proposition
Soit o € (0,1),

P —q1- a/Z\/><9<9 +q1 O‘/Z\f ml—a,
0l 41— 2 est le quantile d’ordre 1 — o /2 de la loi normale centrée
réduite.

On obtient donc l'intervalle de confiance asymptotique de
niveaul — o

On

ICl—a(Q): énfql—a/2\f7 n+q1 a/2f
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EXEMPLES

Exemple 1: le lancer de piece. On considere une variable
aléatoire X suivant une loi de Bernoulli de parametre 6 € (0,1).
Pour tout a € (0,1), un intervalle de confiance asymptotique

deniveaul — o de 6
NS <1fén> ) NG (1—én)
7 ) 7\/12 )

Ilea(g) = én —J1—a/2 a0n + d1—a/2
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EXEMPLES

Exemple 2 : 1a loi exponentielle. On consideére une variable
aléatoire X suivant une loi exponentielle de parametre 6 > 0.
Pour tout a € (0,1), un intervalle de confiance asymptotique
deniveaul — a de f

. 6, - 0,
ICi_a(0) = |0, — ql—a/ZW; O + lh-a/zﬁ
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EXEMPLES

Exemple 2bis : 1a loi exponentielle. En réalité, pour la loi
exponentielle, on peut étre malin et obtenir un intervalle de
confiance asymptotique de niveau 1 — « de 6

O O

q —a/Z; N—a/2

ICi_, (0> =
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