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OBJECTIFS

On dispose de n données x1, . . ., x, qui sont des mesures d'une
variable quantitative, et plus précisément des réalisations de
variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées X, ..., X,.
Objectifs :

» Estimer une caractéristique ¢ de X; (moyenne, variance,...)

» Estimer un parametre 6 de X; si cette variable est
paramétrée (loi de Bernoulli, normale, exponentielle,...)

Exemples :

» Lancer de piece : On s’intéresse a 1'estimation de
0 =E[Xi].

» Loi exponentielle : On s’intéresse a I'estimation du
parametre § = (E X))
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I. Définitions
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MODELE STATISTIQUE

Dans ce qui suit, on considere un objet aléatoire X.

Définition (Modele statistique)
Une expérience statistique est la donnée d'un objet aléatoire X 4

valeurs dans un espace mesurable (E, ), et d’une famille de loi

(Po)gce supposée contenir la vraie loi de X, et appelée modele
statistique pour la loi de X.
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EXEMPLES

Exemple 1: lancer de piéce. Soit X = (Xj,...,X,) oltles X;
sontiid, et X; ~ B(#) avecd € (0,1).OnaE = {0,1}" et

(Po)peco = (5(9)®n)ee(o,1) :

Exemple 2 : taille des hommes adultes. La taille d"'un homme
adulte est modélisée par une loi normale de parametres j, o2
inconnus. Ici, E=R", £ = B(R"), X = (X3,...,X;) ot les X;
sont i.i.d avec Xj ~ N (p,0?). On a donc

(Po)gee = (N (1.0%)™")

(1,0%)ERXRY



Définitions Estimation de la moyenne et de la variance Méthode des moments Méthode du Maximum de Vraisemblance

00080000 0000000 00000 0000000000
:

STATISTIQUE ET ESTIMATEUR

Définition
Une statistique T (X) est une fonction mesurable de I'objet aléatoire
X ne dépendant pas de 0 (mais dépendant éventuellement de

parametres connus). Un estimateur de 6 est une statistique 6 = 6 (X)
destinée a approcher 0.

Exemple : Lancer de piece
Attention! Ne pas confondre estimateur et estimation !

Notation : Dans ce qui suit, on considere 6, un estimateur de 6.



Définitions Estimation de la moyenne et de la variance Méthode des moments Méthode du Maximum de Vraisemblance

0000@000 0000000 00000 0000000000
:

ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE

Définition
On suppose que 0 est a valeurs dans © C R. L'erreur quadratique
moyenne (ou risque quadratique) de I'estimateur 0, est définie pour

tout 6 € © par
EQM (én,e) —E [(én - 0)2] .

Remarquons que grace a I'inégalité de Markov, pour tout ¢ > 0,

|

EQM (én, o)

2

én—G‘Zc} <
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BIAIS D’UN ESTIMATEUR

Définition A
On appelle biais d'un estimateur 0, de 0 la quantité

B (0,,0) =E [8,] —o.

1. S’il est nul, on dit que I'estimateur est sans biais ou non biaisé
2. Si

B(0n0) s O

on dit que I'estimateur est asymptotiquement sans biais.

Exemple : lancer de piéce. L'estimateur 0, est sans biais.



Définitions Estimation de la moyenne et de la variance Meéthode des moments Méthode du Maximum de Vraisemblance

00000080 0000000 00000 0000000000
:

DECOMPOSITION BAIS-VARIANCE

Proposition
Soit én un estimateur de 0, on a

EQM (én,e) —B (én,e)z 4V M .

Exemple : lancer de piece Comme 6, est un estimateur sans
biais de 6, on a

(1 - 0)
—.

EQM (én,a) -V [9] _
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CONVERGENCE, CONSISTANCE ET NORMALITE
ASYMPTOTIQUE

Définition A
On dit que l'estimateur 6, est

1. convergent ou consistant si

2. fortement consistant si
~ .5
0 ——— 0,
n——+oo

3. asymptotiquement normal si il existe o> > O tel que

Vit (00 =0) —E= N (0,0).
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II. Estimation de l1a moyenne et de la
variance
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ESTIMATION DE LA MOYENNE
Soient Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées. Un estimateur naturel de la
moyenne p = E[X;] est donc

_ 1<
X, = ﬁ;x’”
1=

Proposition

1. X, est un estimateur sans biais et (fortement) consistant de .

2. Sio? =V [Xy] < 400, alors X,, est asymptotiquement normal
et

Vi (X, — 1) :i;:N(O,az)

o2

EQM (X, 10) = Z-
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ESTIMATION DE LA MOYENNE
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FIGURE - Evolution de X, par rapport a n pour 4 échantillons (a
gauche) et boxplots pour les X, obtenus pour
n = 50,100,200, 500, 1000 a ’aide de 4000 échantillons (4 droite).
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ESTIMATION DE LA VARIANCE

Lorsque p est connu, un estimateur naturel de la variance est

V, est sans biais et fortement consistant.
Si p est inconnue, on a la variance empirique

~2 1 & < \2 1 - 2 2
Unzfz(xifxn) :EZXian.
i=1
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ESTIMATEUR SANS BIAIS DE LA VARIANCE

Proposition

62 est un estimateur biaisié de o> mais asymptotiquement sans biais.
Plus précisément, on a

R n-—1
E[67] = o™

Définition
L'estimateur sans biais de la variance S3 est défini par

n o 1 " = \2 1 ‘ -2
si:n_laﬁzn_lig(xi—xn) = ;Xf—nxn
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ESTIMATEUR SANS BIAIS DE LA VARIANCE
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FIGURE - Boxplots pour I'estimateur non biaisé (& gauche) et biaisé (a

droite)
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CONVERGENCE

Proposition
Les estimateurs &2 et S2 sont consistants.

Proposition

Si Xy admet un moment d’ordre 4, alors 62 et S2 sont
asymptotiquement normaux, et on a
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II1. Méthode des moments
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METHODE DES MOMENTS

Proposition
Soit © un intervalle ouvert de R et 6 € ©. Soit p un
Cl-difféeomorphisme de © dans ¢ (©). Soit ¢, un estimateur
consistant de (), alors 0, = ' ($,,) est un estimateur consistant
de@,i.e

5P

0, —— 0.
n—r—+oo

De plus, si ¢, est un estimateur asymptotiqguement normal de ©(0),
i.e siil existe o > 0 tel que

Vi (@0 — 9(8)) —=— N (0,0%),

n— 00

et si ¢ (0) # 0, alors 0, est un estimateur asymptotiquement normal
de 0 et

R o2
w0 i (05
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METHODE DES MOMENTS

La méthode des moments consiste a trouver un
C'-difféomorphisme ¢ et un moment k tel que E [X5] = ¢(6).
Comme un estimateur de m;, est donné par

1 "
o k
My j = — E Xi
n <
i=1

on obtient 1'estimateur

On = ‘P71 (1111
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EXEMPLES

Exemple : 1a 1oi uniforme. On considere des variables
aléatoires i.i.d Xy, ..., X, suivant une loi uniforme sur [0, 6?],
avec 6 > 0, i.e de densité fy définie pour tout x € R par

fg (x) = %1[0’92] (x) .

Exemple : 1a loi exponentielle. Soient Xj, ..., X, des variables
aléatoires i.i.d suivant une loi exponentielle de parametre
6 > 0, i.e de densité fy définie pour tout x € R,

fo(x) = Oexp (—0x) 1, (x).
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REMARQUES

Remarque : Pour éviter les erreurs, il est plus judicieux (et cela
revient a peu pres au méme) d’écrire § comme une fonction de
E [X4].

Remarque : Attention! Il peut arriver qu'une variable
aléatoire n’admette pas de moment d’ordre 1. Il faut alors
essayer d’étre malin!

Exemple : Soit § > 0, on considére une variable aléatoire X de
densité définie pour tout x € R par

0
fo(x) = 2 Lo
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IV. Méthode du Maximum de
Vraisemblance



Définitions Estimation de la moyenne et de la variance Méthode des moments Méthode du Maximum de Vraisemblance

00000000 0000000 00000 O®00000000
:

(LOG)-VRAISEMBLANCE

On considere un objet aléatoire X et un modéle statistique
(Pg)gco Ol © est un ouvert de R. On suppose que pour tout
6 € ©, Py admet une densité gy.

Définition (Vraisemblance et log-vraisemblance)
La vraisemblance de X est définie pour tout § € © par

Lx(8) = go(X).

La log-vraisemblance de X est définie pour tout 6 € © par

Ix(0) = log (6 (X)) -

Attention! La (log-)vraisemblance est aléatoire.
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ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Définition (Estimateur du maximum de
vraisemblance (EMV))
Le maximum de vraisemblance, si il existe, est un élément én de ©
qui vérifie

Lx (én) = sup Lx(0).

9co

De maniere équivalente, I'estimateur du maximum de vraisemblance,
si il existe, vérifie

Ix (én> = sup Ix(9).

0€©
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REMARQUES

Attention! L'EMV est généralement aléatoire.

Attention! Nil’existence ni l'unicité de 'EMV ne sont
assurées.

Remarque : A noter que si §, est un EMV de 6, alors ¢ (én) est
un EMV de ¢(6).

Remarque : On notera également

6, = arg I;leag Lx(6) ou 0, = arg %158( Ix(0)
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(LOG-)VRAISEMBLANCE D'UN ECHANTILLON

Dans ce qui suit, on considere X = (Xj, ..., X,) ou les X; sont
des variables aléatoires i.i.d et X; admet une certaine densité fy.

Proposition (Vraisemblance et log-vraisemblance
d’un échantillon)
La vraisemblance de X = (X1, ..., X,,) est définie pour tout 6 € © par

n
Ix () = [fs (X))
j=1
La log vraisemblance de X est définie pour tout § € © par

Ix (9) = log (Lx(8)) = log (H fo (X,)) .
i=1
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REMARQUES

Remarque : Dans ce qui suit, on notera également

Lx(0) =L,(0) et  Ix(0) = 1,(6)

Remarque : Dans le cas discret, on peut voir la réalisation de
la vraisemblance comme étant la probabilité d’observer cet
échantillon pour un 6 fixé.
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EXEMPLES

Exemple 1: cas discret. On considere X = (Xj, ..., X,) ot les
X; sont i.i.d et suivent une loi de Poisson de parameétre ¢ € R,
i.e la densité de X; est définie pour tout x € N par
X
fo(x) = e

x!

Exemple 2 : cas continu. On considere X = (X, ..., X,) ot les
X;sontiidetX; ~ N (6,1).
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COMMENT TROUVER L'EMYV

2

Soit 'EMV peut étre donné “explicitement” par la
vraisemblance, soit il est souvent plus facile de maximiser la
log-vraisemblance. Pour cela, voici quelques options
possibles :

» Dresser le tableau de variations de la log vraisemblance

» Chercher les zéros de la dérivée, i.e résoudre

L (6) = 0.

» Vérifier qu'il(s) maximise(nt) la log-vraisemblance (étude
de la concavité, ...)
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EXEMPLES

Cas discret : Soit X = (X3,...,X,) ou les X; sontii.d avec
Xy ~ B(#) avec 6 € (0,1).

Cas continu : Soit X = (Xj,...,X,) olt les X; sont i.i.d avec
Xi ~ N (p,0?) avec 1 € R inconnu et 0% > 0 connu.

Cas intéressant : Soit X = (Xj,...,X,) ot les X; sonti.i.d et
admettent une densité fy définie pour tout 6 > 0 et pour tout

x € Rpar
0
Jolx) = 1z
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UN AUTRE EXEMPLE INTERESSANT

Exemple : Soit X, ..., X, des variables aléatoires i.i.d suivant
une loi uniforme sur [0, 4], avec 6 > 0.

» Méthode des moments?

» Méthode du maximum de vraisemblance?
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