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MODELE STATISTIQUE

Définition
Une expérience statistique est la donnée d’un objet aléatoire X i
valeurs dans un espace mesurable (E, £) et d'une famille de loi

(Pg)gece supposée contenir la loi de X, et appelée modele statistique
pour la loi de X.
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EXEMPLES

Exemple 1: pile ou face. Ona E = {0,1}".On a
X=(Xj,...,X,) avec X; ~ B(f) avec § inconnu. Le modele
statistique est donc

(Po)gco = (8(9)®n)9e[0,1]

Exemple 2 : taille des hommes adultes. La taille des hommes
adultes est modélisée par une loi normale de paramétres i, o2
inconnus. Ici, E=R"et £ = B(R,) et X = (X3,..., X,) avec
Xi~ N (p,0?)iid, et

(Po)oeo = (N (1:0%)")

2 *
(u,0%) ERXRY



Quantiles

Modele statistique Définitions Méthode des moments Maximum de Vraisemblance
0000000000

000e000 000000 0000 0000000
:

MODELE PARAMETRIQUE

Définition

Si l'espace © des parametres du modele statistique (Pg ), ¢ est
contenu dans R pour un certain d € N*, on parle de modele
paramétrique. Sinon on parle de modele non paramétrique.
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EXEMPLES

Exemple 1: le lancer de piece. Le modeéle est paramétrique car
[0,1] C R.

Exemple 2 : taille des hommes adultes. Le modele est
paramétrique car R x R% C R?.

Exemple 3 : taille des hommes adultes. On consideére que la
taille ne suit pas une loi normale mais une loi inconnue sur
[0.5,2.5]. On suppose que cette loi est a densité f par rapport a
la mesure de Lebesgue. Dans ce cas, © correspond a I’ensemble
des densités sur [0.5,2.5] ce qui est clairement de dimension
infinie. Le modele est donc non paramétrique.
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MODELE IDENTIFIABLE

Définition
Le modele statistique (Py) ¢ est dit identifiable si 'application
0 — Py est injective.

Exemple 1: lancer de piéce. Le modele (B(0))¢( 1 est
identifiable.

Exemple 2 : taille des hommes adultes. Le modele
(J\/ (1, 0%) ®n> est identifiable mais pas le modele

(k,02)ERXRY
N (p1,0%)*")
( (,u 7 ) (p,0)ERXR*
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MODELE DOMINE

Définition

Le modele (Pg) g g sur (E, ) est dit dominé si il existe une mesure

o-finie A sur (E, £) telle que, pour tout § € ©,ona Py << A, i.e
VAe&, MA)=0= Py(A)=0.

La mesure X est alors appelée mesure dominante.

Exemple 1 : le lancer de piece. Une mesure dominante de
Qo= (1—6)dy + 01 est A = o + 1.

Exemple 2 : la taille des hommes adultes. Le modéle est
dominé par la mesure de Lebesgue sur R.
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I1. Définitions
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STATISTIQUE ET ESTIMATEUR

Onnote X = (X1, ..., Xy).

Définition
Une statistique T (X) est une fonction mesurable de I'objet aléatoire
X ne dépendant pas de 0 (mais dépendant éventuellement de

parametres connus). Un estimateur de 6 est une statistique 6 = 0 (X)
destinée a approcher 0.

Exemple : Lancer de piece

Attention! Ne pas confondre estimateur et estimation !

Notation : Dans ce qui suit, on considére un estimateur 6, de 6.
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ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE

Définition
On suppose que 0 est a valeurs dans © C R. L'erreur quadratique
moyenne (ou risque quadratique) de I'estimateur 0, est défini pour

tout 6 € © par
EQOM (én, 9) ) [(én — 9)2] .

Remarquons que grace a I'inégalité de Markov, pour tout ¢ > 0,




Modele statistique Définitions Méthode des moments Maximum de Vraisemblance Quantiles

0000000 000@e00 0000 0000000 0000000000
: :

BIAIS D’UN ESTIMATEUR

Définition A
On appelle biais d'un estimateur 0, de 0 la quantité

B (0,,0) =E [8,] —o.

1. S’il est nul, on dit que I'estimateur est sans biais ou non biaisé
2. Si

B(0n0) s O

on dit que I'estimateur est asymptotiquement sans biais.

Exemple : lancer de piéce L'estimateur 0, est sans biais.
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DECOMPOSITION BIAIS-VARIANCE

Proposition
Soit én un estimateur de 0, on a

EQM (0,,0) = B (én,e))z +V 6]

Exemple : lancer de piece Comme 6, est un estimateur sans
biais de 6, on a

(1 - 0)

n

EQM (én,a) —v [9] _
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CONVERGENCE, CONSISTANCE ET NORMALITE
ASYMPTOTIQUE

Définition A
On dit que l'estimateur 6, est

1. convergent ou consistant si

2. fortement consistant si

~ .S
0, —=— 0,
n——+oo

3. asymptotiquement normal si il existe o= > 0 tel que

\/ﬁ(én—e)—L/\/(OU)

n——+o0
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IT1. Méthode des moments
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METHODE DES MOMENTS

Proposition
Soit © un intervalle ouvert de R et 6 € ©. Soit p un
Cl-difféeomorphisme de © dans ¢ (©). Soit ¢, un estimateur
consistant de (), alors 0, = ' ($,,) est un estimateur consistant
de@,i.e

5 P

0, —— 0.
n—r—+oo

De plus, si ¢, est un estimateur asymptotiqguement normal de ©(0),
i.e siil existe o > 0 tel que

Vi (@0 — 9(8)) —=— N (0,0%),

n— 00

et si ¢ (0) # 0, alors 0, est un estimateur asymptotiquement normal
de 0 et

R o2
w0 i (05
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METHODE DES MOMENTS

La méthode des moments consiste a trouver un
C'-difféomorphisme ¢ et un moment k tel que E [X5] = ¢(6).
Comme un estimateur de m;, est donné par

1 "
~ k
My g = — E Xi
n <
i=1

on obtient 1'estimateur

On = ‘P71 (1111
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EXEMPLES

Exemple : 1a 1oi uniforme. On considere des variables
aléatoires i.i.d Xy, ..., X, suivant une loi uniforme sur [0, 6?],
avec 6 > 0, i.e de densité fy définie pour tout x € R par

fg (x) = %1[0’92] (x) .

Exemple : 1a loi exponentielle. Soient Xj, ..., X, des variables
aléatoires i.i.d suivant une loi exponentielle de parametre
6 > 0, i.e de densité fy définie pour tout x € R,

fo(x) = Oexp (—0x) 1, (x).
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IV. Méthode du Maximum de
Vraisemblance
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(LOG) VRAISEMBLANCE

Soit X un objet aléatoire et (Pp),.o un modele statistique

dominé par une mesure v et de densité gy = 2.

Définition
La vraisemblance de X est définie pour tout § € © par

Lx(6) = go(X).

La log-vraisemblance de X est définie pour tout 6 € © par

Ix(8) = log (Lx(0)) = log (89(X)) -
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REMARQUES ET EXEMPLES

Remarque : SiX = (Xi,...,X,) ~ P3", ona

Ix(0) = [[80 (X)) Ix(6) = In(gs(Xy))
i=1 i=1

et on note Lx(0) = L, (0) et Ix(0) = 1,(9).

Exemple 1: cas discret. Soit X = (Xi,...,X,) ~ B(0)®" avec

€(0,1).0na B B
La(6) = 0" (1 — )"
Exemple 2 : cas continu. Soit X = (X,...,X,) ~ £(0)®", avec
0>0.0na

L,(0) = 0" exp (—nX,0) .
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ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Définition
Un estimateur du maxjmum de vraisemblance (EMV) de 0, si il
existe, est un élément 6, de © tel que

Lo (0) = SUpL(0) < I (0:) = sup 1 (6).

Exemple 1: cas discret. Soit X = (X3,...,X,) ~ B(0)®" avec
6 €(0,1).0Ona
0y = X,

Exemple 2 : cas continue. Soit X = (Xj,...,X;) ~ £(0)®", avec

0 >0.0na . .
0, =X, .
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REMARQUE

Remarque : Si 6, est un estimateur du maximum de
vraisemblance de 6, ¢ (én) est un estimateur du maximum de

vraisemblance de ¢ ().

Exemple : 1a loi exponentielle. Soit B
X=(Xq,...,Xy) ~E(0)®", avec § > 0, alors X, est I'estimateur
du maximum de vraisemblance de E [X;] = 6~1.
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COMMENT TROUVER L’EMYV

Soit 'EMYV peut étre donné “explicitement” par la
vraisemblance, soit il est souvent plus facile de maximiser la
log-vraisemblance. Pour cela, voici quelques options
possibles :

» Dresser le tableau de variations de la log vraisemblance

» Chercher les zéros de la dérivée, i.e résoudre

0

» Vérifier qu’il(s) maximise(nt) la log-vraisemblance (étude
de la concavité, ...)
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ALGORITHME DE NEWTON

Il arrive que I'on ne soit pas capable de calculer explicitement
I’'estimateur du maximum de vraisemblance, et ce, méme si il
existe. On peut alors 'approcher a I'aide d’algorithmes
d’optimisation, et notamment l’algorithme de Newton :

» On choisit un point initial 6.
» Pour tout t € N¥,

Orp1 = 0 — () (0) "1, (1)

» On arréte quand un criteére de convergence est satisfait.
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V. Quantiles
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STATISTIQUES D’ORDRE

Définition

Soit X1, ..., Xy, un échantillon. Les n statistiques d’ordre

Xy, - - - » X(n) s'obtiennent en rangeant I'échantillon dans l'ordre, i.e
ona



Modele statistique Définitions Méthode des moments Maximum de Vraisemblance Quantiles

0000000 000000 0000 0000000 00®0000000
: :

FONCTION DE REPARTITION EMPIRIQUE

La fonction de répartition empirique F,, d"un échantillon
Xi,..., Xy est définie pour tout réel x par

Zl] o] ( Zl oo (X)) -

De maniere équivalente, on a

Fo(x) = %Card {i,X; <x} = %Card {i, X <x} = %sup {i, X4 < x}.
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CONVERGENCE

Proposition

Soit X = (Xy, ..., Xy) des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de fonction de répartition F. Pour tout réel
X, 0na

» Loi:
» Convergence :

» Normalité asymptotique :

Vit (Fy(x) — F(x)) —5— N (0, F(x)(1 — F(x))).

n—=oo
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INVERSE GENERALISEE

Définition
Soit F une fonction de répartition. On appelle inverse généralisée de
F la fonction définie pour tout u € [0, 1] par

F'(u) = inf {x € R,F(x) > u}.

F~Y(u) est appelé le quantile d’ordre u.
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Proposition
Soit F une fonction de répartition et F~1 son inverse généralisée.
Alors :

1. F71(0) = —cc.

2. F~1est croissante.

3. F~1est continue a gauche.
4. Pour tout u € [0,1],

F(x) > u < x> F u).

5. Pour tout u € [0,1), ona (FoF~1) (u) > uet:
5.1 SiF est continue, F o F~' = Id, mais si F n'est pas injective, il
existe xo tel que (F~" o F) (x0) < xo.
5.2 si F est injective, alors F~' o F = Id, mais si elle n’est pas
continue, il existe ug tel que (F o F~") (ug) > uo.
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EXEMPLES

Exemple 1 : loi uniforme. Soit X ~ ¥ ([0, 1]), alors sa fonction
de répartition F est continue mais pas injective et

(F'oF) (2 =1<2.

Exemple 2: Soit Y ~ N (0,1), B~ B(1/2) et X = BY.La
fonction de répartition de X n’est pas continue en 0 et

I
\
\%

(FoF™')(1/2) = F(0)
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METHODE INVERSE

Proposition
Soit U une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0, 1], F
une fonction de répartition et F~1 son inverse généralisée. Alors
» la variable aléatoire X = F~1(U) a pour fonction de répartition
F.

» Si X a pour fonction de répartition F et si F est continue, alors
F(X) suit une loi uniforme sur [0, 1].
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QUANTILES EMPIRIQUES

Définition

Soit (X3, ..., Xy) un échantillon et F,, la fonction de répartition
empirique associée. Pour tout p € [0, 1], on note x,(n) le quantile
empirique associé, i.e

xp(n) = F;'(p) = inf {x € R, Fs(x) > p} = X(p1),

ou [.] est la partie entiére supérieure.

Exemple : La médiane empirique est X, 2 si 1 est pair et
X(n41)/2 sinon.



Modele statistique Définitions Méthode des moments Maximum de Vraisemblance Quantiles

0000000 000000 0000 0000000 000000000 e
: :

CONVERGENCE

Théoreme
Soient (Xy, ..., X,) i.i.d de fonction de répartition F, p € (0,1) et x,,
le p-quantile de F, alors :

» Si F est strictement croissante en x,, alors

p.s
XP (n) m xp .

> Si F est dérivable en x, de dérivée f (x,) > 0, alors

Vi (xp(n) — xp) £ /\/'(0, p( —P)) .

norhe f (xp)z

Exemple : Soit X ~ £(6) avec 6 > 0. Alors 6, = ;n((i)) est un
estimateur consistant de 6 et
~ L 92
v (0, 0) m”\f@anmz) :
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