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Théorème asymptotiques multivariés Théorème de Cochran et applications

THÉORÈME DE CONTINUITÉ

Théorème (Théorème de continuité)
Soit g : D −→ Rd′ une fonction continue sur un ouvert D ⊂ Rd et
soit X un vecteur aléatoire à valeurs dans D. Soit (Xn) une suite de
vecteurs aléatoires à valeurs dans Rd. Si (Xn) converge vers X, alors
g (Xn) hérite du mode de convergence de (Xn), i.e

Xn
L−−−−−→

n→+∞
X =⇒ g (Xn)

L−−−−−→
n→+∞

g(X)

Xn
P−−−−−→

n→+∞
X =⇒ g (Xn)

P−−−−−→
n→+∞

g(X)

Xn
p.s−−−−−→

n→+∞
X =⇒ g (Xn)

p.s−−−−−→
n→+∞

g(X)
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THÉORÈME DE SLUTSKY

Théorème
Soit (Xn) une suite de vecteurs aléatoires convergeant en loi vers X et
(Yn) une suite de vecteurs aléatoires convergeant en probabilité vers
un vecteur constant c. Alors

Xn + Yn
L−−−−−→

n→+∞
X + c

et
XnYn

L−−−−−→
n→+∞

Xc et YnXn
L−−−−−→

n→+∞
cX

Remarque : Les résultats précédents sous entendent bien
évidemment que les dimensions de X et c sont ”adaptées”.
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THÉORÈMES LIMITES

Théorème (Loi des grands nombres)
Soient X1, . . . ,Xn une suite de vecteurs alétoires indépendants et
identiquement distribués tel que E [‖X1‖] < +∞. Alors

Xn
p.s−−−−−→

n→+∞
E [X1] .

Théorème (Théorème Central Limite)
Soient X1, . . . ,Xn une suite de vecteurs aléatoires indépendants et
identiquement distribuées tel que E

[
‖X1‖2

]
< +∞. Alors

√
n
(
Xn − E [X1]

) L−−−−−→
n→+∞

N (0,Var [X1]) .
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DELTA MÉTHODE

Théorème
Soit (Xn) une suite de vecteurs aléatoires, X un vecteur aléatoire, vn
une suite de réels telle que limn→+∞ vn = +∞ et m un vecteur tel
que

vn (Xn −m)
L−−−−−→

n→+∞
X.

Soit g = (g1, . . . , gd′) : D −→ Rd′ avec m ∈ D ⊂ Rd une fonction
continuement différentiable, alors

vn (g (Xn)− g(m))
L−−−−−→

n→+∞
Jg(m)X

où Jg(m) =
(

∂
∂mi

gj(m)
)

i,j
est la matrice Jacobienne de g en m.
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CAS PARTICULIER

Soit (Xn) une suite d’estimateurs de m asymptotiquement
normaux, i.e il existe une matrice Σ ∈Md(R) tel que

√
n (Xn −m)

L−−−−−→
n→+∞

N (0,Σ) .

Soit g = (g1, . . . , gd′) : D −→ Rd′ avec m ∈ D ⊂ Rd une fonction
continuement différentiable, alors

√
n (g (Xn)− g(m))

L−−−−−→
n→+∞

N
(
0, Jg(m)ΣJg(m)T) .
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II. Théorème de Cochran et applications
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THÉORÈME DE COCHRAN

Théorème (Théorème de Cochran)
Soit X une vecteur aléaoire de Rn suivant une loi N

(
m, σ2In

)
avec

σ2 > 0. Soit Rn = E1 ⊕ E2 ⊕ . . .⊕ Ep une décomposition de Rn en
somme directe de p sous-espaces vectoriels orthogonaux de
dimensions respectives d1, . . . , dp. Soit Pk le projecteur orthogonal
sur Ek et Yk = PkX la projection orthogonale de X sur Ek.

1. Les projections Y1, . . . ,Yp sont des vecteurs gaussiens
indépendants et Yk ∼ N

(
Pkm, σ2Pk

)
.

2. Les variables aléatoires ‖Y1 − P1m‖2
, . . . ,

∥∥Yp − Ppm
∥∥2 sont

indépendantes et
‖Yk − Pkm‖2

σ2 ∼ χ2
dk
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COROLLAIRE

Corollaire
Soient X1, . . . ,Xn des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées avec X1 ∼ N

(
m, σ2

)
. On a alors

1. Xn ∼ N
(

m, σ
2

n

)
.

2. n−1
σ2 S2

n ∼ χ2
n−1.

3. Xn et S2
n sont indépendantes.
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AUTRES RÉSULTATS

Proposition
Soient Z,Zp,Zq trois variables aléatoires telles que

1. Z = Zp + Zq

2. Zp ∼ χ2
p et Zq ∼ χ2

q

3. Zp et Zq sont indépendantes
alors Z ∼ χp+q.
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TEST DU KHI DEUX

Corollaire (Test du Khi deux d’ajustement)
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans {a1, . . . , aK} avec
P [X = ak] = pk > 0. Soient X1, . . . ,Xn des variables aléatoires i.i.d
de même loi que X. Soit Ek =

∑n
i=1 1Xi=ak . On a alors

K∑
k=1

(Ek − npk)
2

npk

L−−−−−→
n→+∞

χ2
K−1.
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