Analyse Numérique

Décomposition LU

A. Godichon-Baggioni



Introduction et rappels Normes et conditionnement Meéthode de Gauss Décomposition LU
90000 000000 0000000 0O00000000000000

I. Introduction et rappels
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OBJECTIFS

Dans tout ce qui suit, on considére des vecteurs et matrices a
valeurs dans K = R ou C.

Résoudre :
Ax=D
avec
* A = (aj)1<ij<n st une matrice carrée inversible
* best un vecteur (réel ou complexe) de taille n

e x est une vecteur de taille n

Solution :
x=A"p.
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CALCULDEA1?

Calcul de A~ !:

_ 1
A7l = M(ComA)T

avec

detA = Z Llla -+ Ayg(n)
oES,

et
(ComA);; = (—1)"* det A

ott All est 1a matrice A a laquelle on enléve la i-eme ligne et la
j-éme colonne.
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TEMPS DE CALCUL

Par définition, calculer le déterminant de A implique de
sommer sur toutes les permutations.

Nombre de permutations : Sia A est de taille n, il y a n!
permutations possibles.

Temps de calculs : Sin = 20, avec un processeur de 1 GHz, il
faut 77 ans pour faire le calcul de I'inverse.
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ASPECTS FONDAMENTAUX

1. Aspect théorique :
1.1 Le probléme a-t-il une ou plusieurs solutions?
1.2 Existe-t-il une solution préférable ?
1.3 Comment varie qualitativement cette ou ces solutions
quand b varie?

2. Aspect pratique du probléme :
2.1 Comment trouve-t-on pratiquement cette solution?
2.2 Quelle est le cofit algorithmique de la recherche de
solution?
2.3 Le probléme est-il stable d"un point de vue algorithmique?
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II. Normes de matrices et
conditionnement
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NORME

Soit E un espace vectoriel. Une norme sur E est une application
Il : E+— R4

telle que
* |lx|| = 0sietseulementsix =0,
e || Ax|| = |A]||x|| pour tout x € E, A € K,
* [x+yll < [lxll + [[yll pour tout x,y € E.

Exemples :

o llxlly =32 Il

o llxll2 = /200 [xl

* |Ixlloo = maxi=1,...,n

X,’|.
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NORME OPERATEUR

Définition
Soit || - || une norme sur K". La norme opérateur sur M, (K) associée
a || - || est 'application
l[Ax]
[I-IF: A = fllAff = sup sup [|Ax].
xeKm\ {0} ” H xeK"
llxll=1
Proposition
Soit || - || une norme sur K". Alors
1. L’application |||-|| est une norme.
2. Pour tout x € K",
[[Ax]] < [l[A[][f]xl-

3. Pour tout A,B € M,,(K),

IIABII| < [lIAlIIBII-
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EXEMPLES
Exemple 1: (norme spectrale) La norme induite par la norme
- 1l2
[All2 = sup [|Ax].
x€K"
llxll2=1

Elle n’a pas de forme explicite mais

A|% = sup{|\|, \ valeur propre de ATA}.
1Al prop

Exemple 2 : Les normes induites par les normes || - |1 et || - ||oo;

[Allr = max {Z |aj,1 <j< n} ,

i=1
et

n
|Alloc = max Z lajl,1<i<n
=1
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NORME DE FROBENIUS

Exemple 3 : Norme euclidienne sur 1'espace vectorielle M, (K)

2
(vue comme K" avec la base (Ey)1<k <, comme base
orthonormée), donnée par

n
>l

ij=1

[AllF =

Produit scalaire associé : pour tout A, B € M, (K),

(A,B)r = Trace (A"B) .
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CONDITIONNEMENT D'UNE MATRICE

Définition
Soit || - || une norme sur K" et A € GL,(K). Le conditionnement de
A respectivement a || - || est défini par

Cond(A) = ||Al[|A7]]-

Proposition
Soit A € GI,(K) et b, b’ € K". Les solutions respectives x et x" de
Ax = b et Ax' = V' satisfont 'erreur relative

16— ]|

< Cond(A)W.

lx — |
[«
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ITI. Méthode de Gauss
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OBJECTIF

Résoudre
Ax =D

revient a transformer le systeme

apixr + apxs + ...+ amx, = b
anxy + apxs + ... 4+ amxy, = by
anx, -+ L. + Aux, = by

en un systeme triangulaire supérieur

upnxy + ...+ We-nXe—1  + dXxy, = b

Un-1)(n-1)Xn—1 + Unp-1)nXn = 0y
UpnXn = U,
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METHODE DE GAUSS

Onprend A® = Aetb® =b.Pourtout £ =1,...,n—1,

o A=) sii <1
] = (e-1)
AT A(e_l)[i,]—%—,l)A(e_l)[E,] sinon.
e
b sii</,
l bV — b Y sii>
Qe
éA(nfl) p(n—=1)
’ 2D

Dans tout ce qui suit, A; ; = ;.
Aop
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EXEMPLE

On considére Ax = b avec

A:

350
6 7 1
3 2 3

7
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METHODE AVEC PIVOT

Probléeme de calculs : Que se passe-t-il si au temps ¢,
(=1 _ 9

a,, =07

Stabilité numérique : Prendre la ligne iy comme pivot avec

(£-1)
a;

ip = argmax,;,
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METHODE AVEC PIVOT
On prend AQ® = Aetb® =b.Pourtout ¢/ =1,...,n—1,

A(Z) [17} =

b(f)

avec

et

A sii</{

ACD i, ] sii=/
AU — A AU D i ] sii> Leti# g
AED[] — A AV i ] sii=1g

bl@—l) sii <4,

bi(f_l) sii="/,

b A bTY sii> CetiA
pY - AT siis veti=ig

(£-1)

A, = A5 (ive

LE= " (-1)
i

o(0) =i, o(iy) = Leto(i) =i,i & {€,i}.
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EXEMPLE

On considére Ax = b avec

2 1 -1 2
A=1-2 -1 0 et b=|-1
4 3 -1 0
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IV. Décomposition LU
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DECOMPOSITION PA = LU

Théoreme (Décomposition PA = LU)
Soit A une matrice inversible de taille n > 1. Il existe une matrice de
permutation P, une matrice triangulaire supérieure inversible U et
une matrice triangulaire inférieure L avec des 1 sur la diagonale telles
que

PA =LU.
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INTERET DE LA DECOMPOSITION

* Résoudre Ly = Pb, puis Ux =y, on a alors Ax = b.

* Une fois la décomposition obtenue, O(n?) opérations pour
résoudre le(s) systeme(s)

* Existence d'un P optimal pour que Cond(L) et cond(U) ne
soient pas trop grands.
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PREUVE DE LA DECOMPOSITION A=LU

Définition (Vecteurs et matrice de Gauss)

On rappelle que la (-ieme étape de la méthode de Gauss (sans pivot)
peut s’écrire

(e=1yy; j i
0o [ A [i,] sii </t
AT ‘{ AL = A AU sid> W

(-1
a; L
avec Aj g = a’(,fﬁ Le vecteur de Gauss est défini par

(22
70=1(0,...,0,Aps1.0,...,0,0)". En notant {ey, ... e,} la base
canonique de K", la matrice de Gauss associée est définie par

1 0
0o 0
1
Mg :Iy,ng(?Z:

ERAVIRW) 0

Ay 0 .01
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PREUVE DE LA DECOMPOSITION A=LU
Proposition

1. La matrice My est inversible et

10
0 . 0
_ 1
LZ::M21:In+‘r£c£:
Aoyie 0
: -0
Ny, 0o ... 1

2. Soient M = My,_1My—2...MyetL =1LiLy,...Ly—1,onalLM = I, et

1
Ay “ 0
n—1 T . 1
L=1Iy+ Y 7pep = :
=1
Apti,e 0
. X . . 0
Ay Bpe Bpogr -1
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EXEMPLE

On considére Ax = b avec

350 0
A=16 7 1], e b=|[1
3 2 3 3
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DECOMPOSITION PA = LU ET
CONDITIONNEMENT

Décomposition A = LU

A 0.0001 1\ _ 1 0\ /0.0001 1
o 1 0/ \10000 1 0 10000/ -

=L =U

on a Cond(U) = 108.
Décomposition PA = LU

0 1) /0.0001 1\ 1 0\ /1 1
1 0 1 0/ \0.0001 1/\0 0.999
———

=p =A =L =u
on a Cond(L) = 1.0001 et Cond(U) ~ 2.61.
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MATRICE DE PERMUTATION

Définition
Une matrice de permutation 2 a 2 est définie par

Pili,i] =1 sii#j,k

Pili,i] =0 sii=joui=k

Pyli,i'] =0 sii#i et ((i,i') # (j,k) ou (i,1") # (k,j)
Pilj, k] = Pylk,j] =1

A titre d’exemple, on a

Py =

OO O -
_= O O O
(= e N}
[N e o)
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MATRICE DE PERMUTATION

» Pour toute matrice A, P;jA est la matrice A ou l'on a
permuté les i-eme et j-éme lignes.

» Pour toute matrice A, AP;; est la matrice A ot l'on a
permuté les i-eme et j-éme colonnes.

» La patrice P;; vérifie :

Py =P} = Pi]fl.
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DECOMPOSITION PA = LU

¢-eme opération dans la méthode de Gauss avec pivot :

AW = M,pOAED
ot PY estla permutation, et M, est la matrice de Gauss
1 0

0o 0
Mg =1, — o6} =
EAVARY: 0
“Ase 0 o

avec, si P) = P;,,,
(¢-1)
_ o)t
Al,é - (e_l)
A
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DECOMPOSITION PA = LU

Ona
U=M, P" Y MPPMPDA.

Objectif : écrire sous la forme U = L' PA.

U = M,_1P" YM,_,P"2 . MPYA

= My_1 PO M, _,p0=D pr=Dpt=2pg  .pt=3)  ppMA
\—,—/
=¥ty s

— Mn—an72 P(n71)P(n72)Mn73p(n72)P(n71) P<n71>P(n72)P(n73)Mn_

=:M,_3

= MPA
avec P = P=1) PO M =M, 1M, _,... M, ol

M, = po=D  pltDpg,pl+) - plr=1)

.M PYA
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DECOMPOSITION PA =LU

Inversion de M :

~

M, = po=D  pltbpg,pt+l) - plr=1)

Me_l =Lp:=1, +Tg€£ =
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DECOMPOSITION PA = LU

Proposition
Ona
M, =1, — P~ pl+D el

et
Ml =L, =1, + PV pEDpel

n—2
L=M"'=Ly...LioLyy =L+ P" V. PUVreltr, qel ;.
=1
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POUR RESUMER

L’obtention de la matrice U consiste en la matrice que 'on
obtient avec la décomposition de Gauss avec pivot.

La matrice P = P("=1 ... P() est le produit de toute les
permutations effectuées pour obtenir U.

Construction de L : partir de la matrice identité, puis de
maniére itérative au temps £ :

1. Pour les ¢ — 1 premieres colonnes, appliquer la
permutation P().

2. Remplir la ¢-éme colonne avec les coefficients 7; ,.
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EXEMPLES

Exemple 1: On cherche & résoudre Ax = b avec

2 1 -1 2
A=[-2 -1 O et b=|(-1
4 3 0 0

Exemple 2 : On considere la matrice

3 17 10
A=12 4 =2
6 18 -—-12
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