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I. Intervalles de confiance
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INTERVALLES DE CONFIANCE

Définition
Soit 0 € © C Ret o € (0,1). On appelle intervalle de confiance pour
0 de niveau 1 — « tout intervalle aléatoire IC1_,,(0) = [a (X) ;b (X)]
tel que

PoeaX);b(X)]]=1-a.

Attention! On ne peut pas dire que la probabilité que ¢
appartienne a la réalisation de I'intervalle de confiance est de
1-—o.
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EXEMPLES

Exemple 1:1a loi uniforme. Soit
X=(X1,...,X,) ~U(0,0)*".Ona

IC1_4(0) = [X(n);X(n)Ofl/”}

Exemple 2 : le lancer de piéce. Soit X = (X1,...,Xn) ~ B(6)*®"

et 0, = X, un estimateur de 6. En appliquant I'inégalité de
Tchebycheyv,

. 1 - 1
P|6, — <6<0, >1-a.
{ 2vna T T + 2\/110(} “
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UNILATERE VS BILATERE

Soit X = (X1,...,X,) ~ N (0,1)%".

On peut considérer

_ 1
IC1_o(0) = [Xn + lh—a/z\/ﬁ}

oll J1_q est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi normale centrée
réduite. On parle d’intervalle bilatere.

On peut considérer

- 1
IC1_o(0) = {Xu ~fima 7 +oo] .

On parle ici d’intervalle unilatere.
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INTERVALLES DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUES

Lorsque n est suffisamment grand et que I'on dispose de
résultats asymptotiques type normalité asymptotique, on peut
utiliser des intervalles asymptotiques, i.e tel que

lim PeaX);6(X)]]=1-a.

n——+oo

Exemple : le lancer de piece. On a

~ én(l _én)
<O<by+q1op—Fp—| =1-a

' X 0,(1—6,)
lim P Hn —1-a)2 \/ﬁ

n——+oo \/ﬁ

ol 4142 est le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi normale
centrée réduite.
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OBJECTIF

Le lancer de piéce : On souhaite savoir si la piéce est
équilibrée. On jette 10 fois une piece et on obtient 9 “Face”. Un
test permet de dire avec un certain risque si cette proportion de
"Face” est seulement due a la fluctuation d’échantillonnage ou
bien si la piece est truquée.
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HYPOTHESE NULLE ET HYPOTHESE ALTERNATIVE

Le principe d'un test est de répondre par oui ou non a une
question sur le parametre d"une expérience statistique, ce qui
revient a considérer ©g, ©1 C © tel que

OB, =06,

et de déterminer, avec un certain risque et a partir des
observations, si € ©goud € ©,.

» HO: 0 € O est appelée 'hypothése nulle.
» H1:6 € O est appelée I'hypothese alternative.
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EXEMPLES : LE LANCER DE PIECE

Exemple 1: Tester si la piece est équilibrée revient a tester HO :
60 =1/2contre H1 : § # 1/2,i.e a poser Og = {1/2} et
6, =10,1/2)U (1/2,1].

Exemple 2 : On peut tester si la piece “produit” plus de Piles,
ieHO:6 > 1/2 contre H1: 0 < 1/2,i.e poser ©g = (1/2,1] et
©:=10,1/2].
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TESTS D’HYPOTHESE

Un test d’hypothese est une statistique T(X) a valeurs dans
{0,1} tel que HO n’est pas rejettée si T(X) = 0 et inversement.
Le domaine

ZR=T'({1}) ={X € E, T(X) =1}

est appelé zone de rejet du test.
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RISQUES, NIVEAU ET PUISSANCE D’UN TEST
On appelle

» risque de premiere espece I'application « : ©y — [0, 1]
définie pour tout f € ©¢ par

a(f) =Ey [T (X)] =P [T(X) =1].
» taille du test le réel

o* = sup a(f) = sup Py [T(X) =1].
0co, 0€6y

» risque de deuxiéme espece I'application 5 : ©; — [0, 1]
définie pour tout § € ©; par

B(0) =1 —Eq [T(X)] =Py [T(X) = 0]

» fonction puissance du test I'application 7 : © — [0, 1]
définie pour tout § € © par

7(0) = Eo[T(X)] = Py [T(X) =1].
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REMARQUES

Remarque 1: Soit o € (0,1). Un test est dit de niveau « si sa
taille est majorée par .

Remarque 2 : Soit § € ©y. La quantité a(0) est la probabilité de
rejetter HO (alors que HO est vraie). On parle de faux positif.

Remarque 3 : Soit § € ©;. La quantité 3(0) est la probabilité de
ne pas rejetter HO (alors que HO est fausse). On parle de faux
négatif.
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EXEMPLE

Soit X = (Xi,...,X,) ~ N (6,1)®". On souhaite tester au risque
ae(0,1)

HO0:60<0 contre H1:0>0.

On consideére én = X, eton a la zone de rejet

¥ ql—a
ZR = {Xn > NG }

oll 1—q est le quantile d’ordre 1 — « de la loi normale centrée
réduite et donc

T(X) == 1Yn Z q]\;ﬁa
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INTERVALLES DE CONFIANCE ET TESTS

Proposition

Soit o € (0,1), et pour tout 6 € O, on a (6(X); (X)) un intervalle
de confiance de niveau 1 — o de 0. Alors, le test T(X) = 1 ssi
©p N (0(X); 0(X)) = o est un test de niveau c.

Exemple : So1tX (X1,. .., Xy) ~ N(0,1)%", alors
eon[ [ 0o T(X) = 1.

n \/ﬁ,
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P-VALUE

Définition
Pour une réalisation x, on appelle p-value du test associé aux régions
de rejets ZR, la quantité

ap(x) = inf {a € [0,1],x € ZR,} = inf {a € [0, 1], "On rejette HO"} .

Exemple : Soit X = (Xy,...,X,) ~ N (6,1)®", eton note X, la
réalisation de X,,. Alors

ap(x) =P [N(0,1) > V/nX,] .

Remarque : Faire un test de niveau « revient a rejetter HO si la
p-value est inférieure a « et inversement.
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