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I. Analyse de la variance a 1 facteur
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INTRODUCTION

L’analyse de la variance (ANOVA) désigne un ensemble de
techniques statistiques permettant d’apprécier 'effet

» d’une ou plusieurs variables qualitatives, appelées
facteurs

» sur une variable quantitative.

L’ANOVA a un facteur, c’est I’étude

» de l'effet d'un facteur A, que 'on supposera a I niveaux,
» sur une variable quantitative Y.
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EXEMPLE

Un forestier s’intéresse aux hauteurs moyennes de 3 foréts.
Pour les estimer, il échantillonne un certain nombre d’arbres et

mesure leurs hauteurs :

Forét 1 2 3
23.4 225 18.9
244 229 21.1
24.6 23.7 21.1
249 24.0 22.1
25.0 24.0 225
26.2 23.5
24.5
Nombre d’arbres n = ny = ng =
Moyenne 24.75 23.42 21.96
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EXEMPLE

Hauteur des arbres (enm)

A partir de ces données, le forestier souhaite savoir si la
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hauteur moyenne des arbres est la méme dans les 3 foréts, ou

pas.
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LE CADRE

On considere I échantillons indépendants

Xigseoos Xy ~ N (p1,0%)

X[J, e 7X1Jll ~ N (,ul, 0'2)
avec 0 > 0. L'objectif est donc de tester

HO : Vi, ], pi = pj contre H1:3(1,f), pi # 1.
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ANOVA ET MODELE LINEAIRE GAUSSIEN

On peut réécrire notre modéle comme

X=Au+e
avec
X1 1, 0 ... 0
i 0 1, @ O
X=X | €R", p=|:], A=] . .
: M1 )
Xty 0 : 1,

avecn = 25:1 i, 1, =(1,..., 1) eRviete~ N (0,07I,).
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ESTIMATEUR DES MOINDRES CARRES

L’estimateur des moindres carrés de i est unique et est donné
par

1 —
n E;ﬂ;1 Xlﬂl Xl,m
. -1
fi=(ATA) ATX = : = :
) —
iy Xui Xim
L'estimateur non biaisé de o2 est donné par

nj

1 1 2
~2 ~ 112

5= —— | X- A= —> Xii— Xin,
n—IH ” H—Ii 1 1( W 1,n,)
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PROPRIETES DES ESTIMATEURS

Proposition
Ona
1 ap~N (u, o?Diag (ni_1>)
—N&?
2. (n_al)r ~ X1
3. jiet 62 sont indépendants.
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CONSTRUCTION DE LA STATISTIQUE DE TEST

L'objectif est d'utiliser les tests sur les modeles emboités.
» Soit

My = vect{1,} et D=Im(A)={Aa,a eR'}.

» Notons que My C D.
» On réécrit le test comme

HO : E[X] € My contre ~ H1:E[X] €D.
» On considere la statistique

dim (D) ||[Pag, X — PpX]?
(dim(D) — dim (My)) ||[Pp X|?
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LE TEST

Théoréme
Ona

(n—1) Sy i (Xiw, — Xn)z

1 i Rvd
(I=1) i X (Xij — Xi,)
Un test de niveau o revient donc a considérer la zone de rejet

ZRa = {]: >fl—o¢7l—l,n—l} .

]::

5 ~F(I—=1,N—1I) sous HO
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REECRITURE DU MODELE

On note i; = m + «;. On peut réécrire le modéle comme
~ (m
lenm—i—Aa—i—e:A(a) + €

avec A = [1,,,A] € R+

Remarque : On a rang(A) = I et la matrice n’est donc pas de
rang plein, et on a donc pas unicité de 1'estimateur des
moindres carrés.
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CONTRAINTES

Pour rendre I'estimateur des moindres carrés unique, on va
considérer la contrainte :

I
E niog = 0
i=1
ce qui revient a considérer que
I
1
m= — ;.
n Z i
i=1

Le test se réécrit alors

HO:Vi,a; =0 contre H1:3i,0; #0.
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DECOMPOSITION DE R”

On peut écrire R” comme
R" = My® My ® D+

avec
» My = vect{1,} correspondant a l'effet moyen
> My = {Ao/ ) Zle nial = 0} correspondant a l'effet dti au
facteur

» avec D' I'espace des résidus, ot
D=Myd My = {AO/,O/ S RI}
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TABLEAU D’ANALYSE DE LA VARIANCE

On résume les informations dans le tableau d’analyse de la

variance :

Somme des carrés des écarts DDL  Carré moyen

7 —\Z

SCE
SCEwa = ||Pagt X[ = 3 (X1 = %) n—1 CMEga = gl
2 X <)? SCEfacteur

SCEfacteur = ||PMAXH = 211':1 nj (Xz‘,ni - Xn) I-1 CMEfacfeur = %

2 <. \? SCEqgsi
SCEresian = |[Pp X[ = X35 (Xi = Xi;) n—1  CMEga, = S
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QUELQUES RESULTATS

Proposition
Ona
SCEotar = SCEfacteur + SCEssidu-

» SCEjota) représente la variabilité totale dans les données
» SCEfacteur représente la variabilité dtie au facteur.
» SCEssidu représente la variabilité résiduelle.

Remarque : Faire le test revient a considérer la zone de rejet

CMEfacteur
ZRo =4 ————>fA_al1n
{ CMErésidu fl [t
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II. Analyse de la variance a 2 facteurs
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INTRODUCTION

On généralise le cadre de 1’analyse de la variance a un facteur a
celui a deux facteurs

Exemple : On veut étudier I'effet de deux facteurs qualitatifs,
le niveau de la fertilisation et rotation de la culture, sur le poids
des grains de colza. On compare

» p = 2 niveaux de fertilisation (1 pour faible et 2 pour fort)

» g = 3 types de rotation mais/blé/colza (A sans
enfouissemnt de paille, B avec enfouissement de paille, C
avec 4 années de prairie temporaire entre chaque
succession sans enfouissement de paille).

Onadoncp x g = 2 x 3 = 6 traitements possibles, un

traitement étant une combinaison de niveaux des facteurs
Fertilisation*Rotation (1A, 1B, 1C, 2A, 2B, 2C).
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EXEMPLE

En notant y;; le poids des grains sur la k*™ parcelle traitée
avec le traitement (ij) (fertilisation i, rotation j), on peut
résumer ce tableau en

Rotation A B C Total
Fertilisation (] = 1) U = 2) (] = 3) ota
‘ Yy, = 24,11 y,, = 24,00 ¥, =28,64 | v,,, = 25,58
i=1 ny = 10 Ny = 10 nsz = 10 Ne = 30
S11 = 8.61 S12 = 7.37 S13 = 5.86
‘ V. = 15,81 Uy, = 19,88 4y, =31,75 | B,,, = 22,47
i=2 np; = 10 np =10 ny3 = 10 nie = 30
Sy1 = 7.44 Sy = 8.27 S3 = 7.25
Total Vow =199 7.,.=21,92 7, =230,20] 5=2403
ne1 = 20 g2 = 20 Nne3 = 20 n = 60
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OBJECTIF

On cherche donc a étudier

> l'effet de deux variables qualitatives A et B, appelés
facteurs,

» sur une variable quantitative Y.

On suppose que
» le facteur A a I niveaux
» et le facteur B a | niveaux.

Pour chaque couple (i,]) de niveaux des facteurs A et B,
on dispose de 1;; mesures de Y, notées y; aveci =1,--- 1,
jzl,-'~ ,]etk:l,--~ » Mij.
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ANALYSE DE LA VARIANCE A DEUX FACTEURS

On consideére des variables aléatoires X; ; x indépendantes telles
que
Xi»j7k ~ N (Mi>j’ 02)
On réécrit le modele sous la forme
Xije=m+ai+ Bj+7ij + €ijk

avecles ¢ iid etejx ~ N (0,07).

Pour des raisons d’identifiabilité, on introduit les contraintes

I J I !
doai=0 D F=0 Vi) %j=0 V) %;=0
i—1 j=1 =1 =
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REMARQUES

» m est la moyenne globale de toutes les observations, et
1
m = 7 Z Hij-
s

» Les «; décrivent 'effet dii au facteur A.

» Les j3; décrivent I'éffet dt au facteur B.

» Les 7;; décrivent I'effet d'interraction entre A et B.
» Dans ce qui suit, on considere n; ; = K pour tout i, .
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OBJECTIFS

» Tester I'absence d’effet principal du facteur A, i.e tester
HO:Vi,a; =0 contre H1:3i,a; #0.

» Tester I’absence d’effet principal du facteur B, i.e tester
HO:Vj,B8=0 contre H1:3j,8; # 0.

» Tester I’absence d’effet d’interraction, i.e tester

HO : Vi, j, Vij = 0 contre H1: H(iaj)77ij # 0.
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REECRITURE DU MODELE

On peut réécrire le modele comme

X=ml,+Aa+BB+Cy+e

T
(’Ylla"'771,]3"'7’71,17"%7[,])

n = IJK.

X == (Xl,171’ Xl,l,ﬂ1)17X172,1) “e ’Xl,27n1’2’ PN 7)(17]’1’ PPN X[7]7n1,)T
Q= (a 15 )T

B = (b, --751)

Y=

€ =

T
€1,1,15 -+ 6171,,,111,617271, ey 61,27n172, BRI PR fl,f,n[/) ~

(
0,0°I,)

—~
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REECRITURE DU MODELE

Ik ... 0
1][( 0 0 ... 1k
A= : - | eRrR™ B=|: = = |er™
0 1k 1 0
0 1k
Ixk ... 0
C=|: . = |er™
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ANOVA ET MODELES EMBOITES

On peut réécrire R” comme
R" :./\/loEB/\/lA69./\/115;69./\/1(:@DL

avec My = vect{1,} et

My = {Aa’,Zaf = O}
Mg = {Bg, > 5 =0}

Mc = {CVIa Y o=0) = 0}
i j

D=My® My Mpd Mc
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REECRITURE DES TESTS

On peut réécire les tests comme :

» Tester I’absence d’effet principal du facteur A revient a
tester

HO:E[X] € Mo® Mp & Mc contre  HI1:E[X]eD

» Tester I'absence d’effet principal du facteur B revient a
tester

HO:E[X] € Mo ® My @& Mc contre ~ H1:E[X]eD
» Tester ’absence d’effet d’interaction revient a tester

HO:E[X] € My® M4 d Mp contre H1:E[X] €D
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SOMME DES CARRES DES ECARTS

2
» SCEiotal = ||P g2 X|| la variabilité totale dans les données
MO

» SCE4 = ||Pum AXH2 la variabilité da au facteur A
> SCEjp = ||PAy, X|* la variabilité dt au facteur B
» SCEinter = [P X||* la variabilité di a Uinterraction

» SCEcsiqus = ||Pp X la variabilité résiduelle non
expliquée par le modéle.

Proposition
Ona

SCEtoml = SCEA + SCEB + SCEint@r + SCErésidus'
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TABLEAU DE LANOVA A DEUX FACTEURS

Somme des carrés des écarts DDL Carrés moyens
v ) SCE
SCEiotal = Zi,j,k (Xi,j,k - X) n—1 CMEtal = nft"fﬁl
B - _ _ SCE4
SCE4 = JKY, (Xl —X) -1 CME, = 5E4
_ _ X2
SCEs = K'Y (X_vj,‘ —X‘,_,_) J—1 CME; = 5T
_ _ _ _ 2 ]
SCEimer = KXy (Xijyo = Xivo =X # %) (I=10=1)  CMEimer = 2558
N SCEieqi
SCEresin = X1 (Xijk = Xij..) (K~ 1) CME i = 57
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TEST POUR L’ABSENCE D’EFFET PRINCIPAL DU
FACTEUR A

Tester I'absence d’effet principal du facteur A revient a
considérer la zone de rejet

ZRo = {Fa > ficai-1k-1) }
avec

- dim (D*) ||PpX — Prtaortsom X
(dim(D) — dim (Mo & Mg & Mc)) |Pp X
_owk,
CMEreSidu I-1 ,U(K—l)

sous HO.
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TEST POUR L’ABSENCE D’EFFET PRINCIPAL DU
FACTEUR B

Tester I'absence d’effet principal du facteur B revient a
considérer la zone de rejet

ZRo = {FB > fi—aj-1.5k-1)}
avec

__ dim (DY) [PoX -~ PrassnsncX|
(dim(D) — dim (Mo & My & Mc)) |Pp- X|
_ovm
CMEresidu J—1,]J(K-1)

sous HO.
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TEST POUR L’ABSENCE D’EFFET D'INTERRACTION

Tester I’absence d’effet d’interraction revient a considérer la
zone de rejet

ZRo = {F5 > fia,q-1)g-1).k-1) }
avec

dim (DJ') ||PDX - PM(]EBMAGBMBXHZ

(dim(D) — dim (Mo & Ma ® Mp)) ||Pp. X|?

CMEc
= DMy D00 HO.
CMEresidu (I-1)(J-1),IJ(K-1) sous
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