Polytech Année 2023 /2024

1.3 Premier semestre

Feuille de TD 4 : Méthode de la puissance

Exercice 1: On considere la matrice symétrique

Az (_13 ‘13).

L’objectif de cet exercice est d’appliquer la méthode de la puissance pour trouver la plus grande

valeur propre (en valeur absolue) A1 de A. Pour cela, on se donne

o ().

et on considere la méthode de la puissance donnée par

. Axg
Yk = Taxal,
A®) = <xk1 A.'Xk>

1. Encadrer les valeurs propres de A en utilisant les disques de Gershgorin (cf TD 3).

2. Calculer les valeurs propres A1, A> de A ainsi que les vecteurs propres (normalisés)

associés vq, vp. Vérifier qu’ils sont bien orthogonaux.
3. Calculer ay, a5 tels que xo = w101 + a203.
4. Calculer A¥xj en fonction de v1,v2, A1 et Ay.

5. Montrer que pour tout k,
X Akxo
k= .
| A%xo]

6. En déduire une expression de x; en fonction de vy, v, A1, Ay, puis calculer les limites de x;

et A, Est-ce une surprise?

Solution de I’exercice 1:

1. On a pour toute valeur propre, [A — 1| < 3.



2.0naPA)=(A-12-9=(A-1+3)(A—-1-3)=(A+2)(A—4)etonadonc A = 4et
Ay = —2. De plus, on a pour tout v = (x,y)7,
x —3y = 4x

Av = AMov & & x
—3x+y =4y

I
|
<

On peut donc prendre comme vecteur propre normalisé

o — 1 1 1 1
YRz \-1) vz -1
De la méme facgon, on a

-3y = -2
Av = Ao & i * Sx=y
—3x+y= -2y

1 (1
7)2—\7@ 1]

et on vérifie facilement que ces vecteurs sont orthogonaux.

etona

3. Version 1.

1 1
—le—l——zxz:l
DC1U1—|—06202:2€0<:>{ \/21 V2 <:>{Dé1:l)é2:%.

ﬁle—i—\%rxz =0

Version 2. .

1
N = <X0,01> = ﬁ et Ny = <X0,02> ﬁ

4. Version 1: Comme v; et v; sont vecteurs propres de A, on a
Axp=A (aﬂ)l + azl)z) = a1 AU + axA0p

et on a donc

Akxo = Ak-1 (041)\101 + 0(2)\2’02) = Ak-2 (061)\%’01 —+ 0(2/\%?)2)

= txl)\’{m + (xz/\gvz

Version 2 : Soit P = (v1,v2) la matrice de passage. Comme v et v; forment une base

orthonormée, on a PT = P~!. Ainsion a

A0
A=PDPT avec D=|[""! .
0 A



On a donc
k kT AF0Y r
A" = PD*P' =P P
0 A
et comme PxoPT = (ay,a5)7,

[4%) /\k

/\k
Ak.xo — PDkPTP (“1) PT —p ( 1“1) PT — 0‘1/\11%)1 +0(2)L1§02
242

5. On va montrer le résultat par récurrence. Il est vrai au rang 0, et on suppose qu’il est vrai
au rang k. On a par hypothese de récurrence

AAFxy

X Axk HAkXUHZ Ak+1x0
k+1 = - = .
T Al [Aatsl, T [JAR x|l
|| A%xo,
6. Ona
k k k k ap (AL kv +u Az kv
X = A0 + a0 Ao HagAzon T 1 2\ 2
= . . = =
"061)\101 —|—D€2)\202H2 \/Dé%|)t1|2k—|—¢x%’/\2|2k \/tx%—kp(% (}Az} 2k
1

k k k
Comme |A1] > |A2], (&—i) et (%) convergent vers 0. De plus, comme (&—h) converge

vers le signede Ay = 1,0na
apsign (Aq) vy

= si A .
X e | sign (A1) 1

De plus, on a
A = (xp, Ax) —— (sign (A1) o1, Asign (A1) v1) = sign (A1)? (01, Aor) = Aq J|or |5 = As.

Ce n’est pas surprenant que la méthode converge car on a R—ﬂ = % < letxy ¢ vect{vy}

(car a7 # 0).
Exercice 2 : Soit 0 €]0, 7t[ et soit M(0) la matrice de rotation
M(9) = Cf)SQ —sin6 .
sinf  cosf
1. Calculer les valeurs propres de M(6).

2. Montrer que M(8)* = M(k6) pour tout k > 1.

3. Pour quel vecteur xy € IR? la méthode de la puissance converge-t'elle? (Indication :



considérer par exemple la suite ((xg, X0) )k>0)

Solution de I’exercice 2 :

1. OnaP(A) = (cos® — A)? +sin?0 = A2 — 2\ cos O + cos?  + sin?§ = A2 — 2A cosf + 1. On
a le discriminant A = 4 cos? — 4 = 4(cos?§ — 1) = —4sin? §. Comme sin est positif sur
10, 7z[, on obtient

A1 =cosf +isinf et Ay = cosf —isinf.

2. On montrer le résultat par récurrence. Pour k = 1 c’est clair. Supposons que ce soit vrai au

rang k, on a alors

M0+ = _ [cosOcoskt —sinfsinkd  cos6sinkf — sin 6 cos k6
sinf cos kB + cos 0 sinkfl — sinfsinkf + cos 6 cos kb
_ [cos(k+1)8 —sin(k+1)6
sin(fk+1)0 cos(k+1)0
= M((k+1)0).
3. Ona < >
MFxg, xg
(X, X0) = ~r—t
[M<xo]l,
Comme MF = M(kf) est une matrice de rotation, on a || M*x||, = ||xo||,- On a donc,
comme (u,v) = ||u||||v]| cos(a) ou a est I'angle entre le vecteur u et v, et comme

MK = M(k6) est la matrice de rotation d’angle k6,
(xx, x9) = cos k0

et ce terme ne peut pas converger. Donc x; ne peut pas converger. A noter que
|A1| = |A2| =1, et on ne pouvait donc pas utiliser le théoréme de convergence du cours.



