Sorbonne Université M2 Statistique

Feuille de TD 4

Exercice 1: Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ N (0,1) et Y suit
une loi de Rademacher de parametre p € (0,1),i.e P[Y =1 =petP[Y = -1 =1—p.

1. Montrer que XY ~ A (0,1).
2. Montrer que Cov (X, XY) =2p—1
3. Les variables X et XY sont-elles indépendantes ?

4. Montrer que le vecteur (X, XY) n’est pas gaussien.

Exercice 2 : On considére le modéle
Y, = m+ oe;, 1<i<n

ot les v.a. ¢; sont i.i.d. de loi commune A (0, 1), pour des parametres m € R et o > 0. On note
Y,=n1Y", Y.
1. On suppose que ¢ est connu.
(a) Déterminer un intervalle de confiance symétrique pour m de niveau 1 — «.
(b) Pour o = 3, combien d’observations doit-on avoir pour que la longueur de I'intervalle
de confiance de niveau 95% soit inférieure a 2? Donner la forme de cet intervalle au
niveau 95% pour ¢ = 3, n = 25 et §jp5 = Yo5(w) = 20. (Indication : ®1(0.975) ~ 2.)
(c) Soitwa € [0,1]. Proposer un test de niveau a pour I'hypothese Hy : m = mg contre Hj :
m # my. Pour 0 = 3, n = 25, a5 = Ya5(w) = 20 et my = 18.9, quelle est la p-valeur de
ce test? Peut-on accepter ’hypotheése Hp aux niveaux 1%, 5% et 10% ? (Indication :
D (32) ~ $(1.83) ~ 0.97.)

2. On ne suppose plus que o est connu. On pose 7, = \/ Loyt (Y= Ya)2
(a) Ecrire le modele de régression associé aux hypothéses énoncées plus haut et donner
I'estimateur des moindres carrés.
(b) Enoncer le théoreme de Cochran dans ce cas.
(c) Montrer que 07 est un estimateur sans biais et consistant de 2.
(d) Donner la loi exacte de v/n Y”U%m
(e) Tester 'hypothese Hy : 0> = 3 contre Hj : 0% # 3 au niveau a.

(f) Déterminer un intervalle de confiance de niveau 1 — a pour m. En déduire un test pour

I'hypothese Hy : m = mg contre H; : m # mg au niveau «.



(g) Tester maintenant Hy : m > mg contre Hy : m < mg au niveau a. Calculer la p-valeur
lorsque my = 12.5, n = 25, o5 = Yo5(w) = 12 et 62(w) = 1.69? Peut-on accepter
I'hypothese Hy au niveau 5% ? (Indication : Fr(54)(—1.92) ~ 0.03.)

Exercice 3 : On considere le modele suivant
Yi=a+bt;+e, 1<i<n,

ot les variables aléatoires ¢; sont i.i.d. N'(0,0?), les réels (;)1<;<, sont connus et a, b, 0? sont trois
parametres réels inconnus. On suppose que Y ;' ; t; = 0 et on note
n
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1. Préciser les conditions d’identifiabilité du modeéle.

2. Calculer les estimateurs des moindres carrés 4, b et 2 de a, b et 02 en fonction de Y, vy, vy
et p. Quelle est leur loi jointe?

3. Soit « € [0,1]. Donner un intervalle de confiance de niveau 1 — a pour chacun des

parametres a et b. En déduire un rectangle de confiance de niveau 95% pour le paramétre

()= ~(6)- () -

4. Montrer que
5. En déduire une ellipse de confiance de niveau 95% pour le parametre (a, b).

6. Donner un intervalle de confiance pour 52 — 8b, de niveau 95%, lorsque n = 18.

7. Tester I'hypothese Hy : “a = b” contre H; : “a # b” au niveau 1% lorsque n = 22.



