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M2 Probabilités et finance, Probabilités et Modeles aléatoires Premier semestre

Feuille de TD 2
Correction

Exercice 1: (loi de Poisson) Soit X3, ..., X,, des variables aléatoires i.i.d suivant une loi de Poisson
de parametre A et

(Xi = X,)"

m::

X —liX ot 2 1
e " n—1!

I
—

1
1. Montrer que X, est un estimateur sans biais et asymptotiqgyuement normal de A.

Clair.

2. Montrer que S? est un estimateur sans biais de A et montrer sa normalité asymptotique.
On rappelle que E [(Xl - /\)4} = A +3A%

Ona
(n—1)S2 = ; (X — X))’ = ; (Xi—2A) + (A =Xy))"
:lill(xl—)\)z—i—zli‘(Xi—A)(/\—Xn)—ki;(/\—Xn)z
:é(xl—/\)2+2(A—Xn)ij(Xz—A)+”(Xn—)‘)2
. i(xz — A 420 (A —Xn)_(xn —A) 4 (X, = A)
:fl(xl_A)z—n(xn—A)z
On a donc
= g L (K- )
Donc
E[sﬁ]zililﬁ[(xi—m}— - E[(Yn—A)z}znilA—nilA:A



Pour la normalité asymptotique, on a

(R aP 0] Eo N 142 @ ViR -0 o MR

4 n——o0
=1

De plus,

De plus, T@A converge vers 0. Enfin, on a

Vi (X - 2) =

n—1

T (R~ ) Vi (K- )

avec

T o0 et (Xa—A) =0 et Vi (Xa—2) == N(0,A).

n — n——+0oo

En appliquant Slutsky, on a donc

n

Vi (X — )2 —£50.

n—1 n—00

En appliquant Slutsky, on obtient donc
L

. Quel estimateur privilégier? 53 a une plus grande variance asymptotique et on choisit
donc X,,.

. Montrer que

@ Vit o N(01)

n——+4oo

(b) XA —>N(o 1)

n——+00

© vn(g(Xn) —g(A)) —£ _, N(0,1) pour un bon choix de g.

n—+0o



Pour les deux premiers, c’est une application direct de Slutsky, en remarquant que

n—A VA Xo—A VA
% iy, G C St~

Pour le le troisieme, on choisit g tel que g'(A)? = A, i.e on prend ¢ = 2+/A et on obtient

NG (2\/)(7— 2\/X) —— N(O,1).

Xy — A
VA

N Vn

5. Déterminer les intervalles de confiance correspondant, lequel est le meilleur ? On obtient

les 3 intervalles suivants :

<\/» q1- a/22f> ;<\/X>n+ﬁh—uc/22\1/ﬁ>2]

Ces trois intervalles sont asymptotiquement équivalents. En effet, si on on note Ly, L, L3

_ vV X,
Xn j:q1—tx/2\/ﬁ]; |:X ilh a/2 = :|

leurs longueurs respectives, on a

\% X}’l Sl’l

Ly =Lz = 26]1%/27 et L, = 25]17a/2ﬁ

etona

L _ V% v

Soit Ag > 0. En déduire un test de niveau a pour tester
HO:"A = Ay” contre H1:"A # A",

On peut prendre n’importe lequel des intervalles précédents et rejetter HO si Ag n’est pas dans la
réalisation de l'intervalle.
Exercice 2 : Soit X3, ..., X, un échantillon de loi uniforme sur [0, 6].

1. Le modele est-il régulier ? Soit x > 0, la fonction 6 — %1[0,9] (x) = %1[,(, +oo[(0) est
discontinue en x et le modele n’est donc pas régulier.

2. Par la méthode des moments, proposer un estimateur de 6. Montrer sa consistance et sa
normalité asymptotique. En déduire un intervalle de confiance asymptotique de niveau
1—a.

OnaE[X] = 6/2et V[X] = 6?/12, et on a donc I'estimateur §,, = 2X,,. On a la consistance
via la LFGN et le théoréme de continuité, et comme

_ 02
Vi (Xn = 0/2) —— N (0,12>



En multipliant par 2, on obtient

\/ﬁ(én—e)%/\f@,e;).

n—+0oo

Intervalle de confiance, version 1: De plus, par Slutsky, on a

Va8 L o1y

0, n——+oo

et on obtient donc l'intervalle de confiance

A 6,
0, g1 p——
n ql o \/377/1]
ol 41—, est le quantile d’ordre 1 — « de la loi normale centrée réduite.
Intervalle de confiance version 2 : En divisant par 6/ v/3 le TLC, on obtient
é\n L
V3n ( — 1) —— N(0,1)
9 n——+00

et donc

P

n—r+00

(i)

On obtient donc l'intervalle (pour n > q%f )

én X én ]
Qi-a’ 1 _ J1-a
l—i—\l/ﬁ 1 \1/5

< q] e

. Soit 8y > 0, proposer un test de niveau asymptotique a pour tester

HO:0 =6 contre Hy : 0 # 6.

. 0,,
> C]la} = {90 ¢ O iﬂ]la\/%] } .

. Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance et calculer son risque quadratique

On a la zone de rejet

ZR = {‘\/3719”(; %
n

On a pour tout 6 > 0,

"1 1 2 1
Lx () = Hgl[o,e} (Xq) = 971_[1[x,-,+oo[(9) = g LX) ool (6):
] i=1



et le maximum est donc atteint en X,).

. Calculer la loi limite de n (6)1V — ). Pour tout x € [0,16], on a par indépendance des X;
Pn(0-Xp)2x|=P[Xu<o-2] =P [viX; <0 ]
=(Plrso- 1) =(-5) mmee(h):

et doncn (9 - X(n)) converge en loi vers une loi exponentielle de paramétre 0.

. Déterminer c, , tel que [X(n), ca,nX(n)] soit un intervalle de confiance de niveau 1 — «.

De plus,

1 1
= QS Cun = 3y, = exp (—nln((x)> .

. Calculer la médiane de X et en déduire un nouvel estimateur de 6. Donner sa normalité
asymptotique ainsi qu'un nouvel intervalle de confiance asymptotique.

Ona xy/, = 6/2 et on propose donc l'estimateur 2X |, /). On a la convergence de X, /2))
via le théoreme du cours et donc la consistance de 2X (/). On a de plus

n—+oo 4

92
\/E (X([n/Z]) — 9/2) L) N <0, )

et on obtient en multipliant par 2 la normalité asymptotique. On obtient les intervalles de

confiances comme pour l'estimateur des moments.

. Quel intervalle choisiriez vous? Non seulement celui obtenu avec le maximum de
vraisemblance est plus précis quand 7 est grand (faire un DL pour le vérifier), mais en plus

il est non asymptotique.

Exercice 3 : (Loi de Pareto) Soit X, ..., X,, des variables aléatoires i.i.d de densité de Pareto

0
fo(x) = Wlle-

avec 0 > 0.

1. On suppose 0 > 1, estimer 0 par la méthode des moments. A-t-on consistance ? normalité

asymptotique?
Ona



Onadoncf =1+ m, et on obtient la consistance via la LEFGN et le théoréme de
continuité. Sans garantie sur le fait que 6 soit strictement supérieure a 2, on ne peut pas

avoir la normalité asymptotique.

. Que se passe-t-il si 6 € (0,1)?

On ne peut pas passer par [E[X] qui n’est pas défini. Par contre on peut regarder, pour
a>0,

E|[X? = e dx = i
[ ]_/1 x9+1+“x_9+a

etadoncf = #{X—a] —a.De plus, ona [E [X 7] < +o0 et on peut ainsi avoir la normalité

asymptotique.
. Calculer la médiane de X et en déduire un nouvel estimateur de 8, pour tout 6 > 0.
Donner sa normalité asymptotique.

Ona F(x) = 1— x~%, et on obtient donc x; ,, = 2!/?. On obtient donc I'estimateur
é _ In2

= . De plus, comme f(x =% >00na
" (X)) P foar) = o >0,

2
c 26
Vi (X(ua = x10) S5 N (0' 92>

In2
Inx

Soit g : x — (2%, g est dérivable en x7 5 et §'(x1,2) = —2%, on obtient

\/ﬁ(én—e)%/\/(o,ez>

n—+00 (ln 2)2

. Donner I’estimateur du maximum de vraisemblance pour 6 > 0. Est-il asymptotiquement
normal ?

On a pour tout 6 > 0,

L
Lx (0) = GnH G
=1 4
et donc ;
Ix(0) =nlIn(0) — (6+1) Zln (Xi)
i=1
et ;
I QZE— lnXiZO@QZL
x (6) 0 ,221 (Xi) iz In(X;)

on obtient donc 6,, = #n(x) et on a I'unicité en dressant le tableau de variation. De plus,

e 9In(x) e ] 1



De méme,

+o00 2 o0
E [(nx)?] :/ (lnx)edx:/ 22 e VinX] =&
1 1

K01 01 92 92
Ainsi,
V(@) ) v (og)
et donc comme ¢ : x — x ! est dérivableen ! et ¢’(6) = —60% ona

Vi (B —0) —— N (0,6%).

n—-4o00

5. Le modele est-il régulier ? L'estimateur du maximum de vraisemblance est-il

asymptotiquement efficace?

Soit x > 1, 'application § — 0x~%~1 = fexp (—(8 + 1) In(x)) est de classe C* et
1(0) =V [[(X)] =V [In(X)] = 07

qui est continue et le modele est donc régulier et ’estimateur du maximum de

vraisemblance est asymptotiquement efficace.
Exercice 4 : lois translatées

1. Comme f est de classe C! et comme

folx) = —f'(x—0)

on a pour tout x € R que fy(x) est de classe C!. De plus, on a, a I'’aide d'un changement de
variable,

10)= | (J;fe(( ))) 1f9 opdx

—/ f(& 9 1f(x—0)>0dx
(

N / . (i )>08x

2. Etudions les différents cas.

(a) Il s’agit du modele N (6,1), qui est un modele de translation de la loi A/(0,1) de densité
f(y) = exp(—y?/2)/(27)'/2. Les conditions de régularité sont vérifiées puisque f est



C! sur R. De plus, en notant Y une variable gaussienne centrée réduite, on obtient

/
f ]; y>0dy = /1/ exp(—y*/2)/(2n)"? dy = EY? = 1 < +co.

L'information de Fisher est donc I(0) = 1.

(b) Quel que soit x > 0 fixé, la fonction 6 — fy(x) = 9_11[x, +o[ (0) est discontinue en 6 = x,

donc le modéle n’est pas régulier.

(c) I's’agit du modele de translation de densité f(y) = c1(1 —y*)1j_11j(y). Ona

1
/1(1—y2)dy:2—2/3:4/3 — ¢ =3/4.

Clairement,
fy) = (B/4) 1 =y ey

est continue sur R et C! sur R\{—1,1}. La dérivée de f est presque partout donnée par
f'(y) = —(3/2)y1,e_1,1 donc (f'(y))?/ f (y) vaut, a constante multiplicative pres,
v/ (1= y*)1,e[_13)- Comme y — (1 —y) !
modeéle n’est pas régulier.

n’est pas intégrable au voisinage de 1, le

(d) On a encore un modele de translation et cette fois
/ (1-y 2dy—2/ — 212 + y)dy = 16/15 = ¢, = 15/16.

Clairement, f(y) = c2(1 — y*)*1,¢[_1,1] est C! sur R : noter qu’il n’y a pas de probleme
en 1 puisque f'(y) = 2c2(—2y)(1 — y*)1,e[_1,1]- Donc (f'(y))?/ f(y) vaut, a constante
multiplicative pres, y*(1 — y*)*/ (1 — y*)*1ye(-11) = Y*1ye[-11) qui est intégrable sur R.
Le modéle est régulier et 'information de Fisher vaut

1
1(6) = 16¢; / Yy = 16022/3 = 10.
-1

Exercice 5 : (Loi exponentielle translatée) On observe un échantillon X3, ..., X, dont la loi admet
la densité

fo(x) = exp(=(x = 0)) g +cof (¥),
ou 6 est un parametre réel inconnu.

1. Rappeler la loi de (X (1) — 0). En déduire un intervalle de confiance pour 6 de niveau
1—a.

n(, — 0) suit une loi exponentielle de parametre 1. On cherche donc ¢ > 0 tel que

H’g[én—cgegén]zl—a.



On a, d’apres ce qui précede :
Poly, —c <0<, =Pyl —c<0]=1-Py[nf,—0)>nc]=1-e™“=1-a
si on choisit c = —(loga) /n. Donc

hew= [0, +8%,5,]

est un intervalle de confiance de niveau 1 — «.

2. Soit « €]0, 1[. On souhaite tester au niveau a
Hp:60 > 0contre Hy : 6 < 0.

(a) Construire un test a partir de l'intervalle de confiance de la question 2, calculer sa
puissance et donner son allure (pour 7 et « fixés). Quelle est sa taille a*?

On rejette Hy si [1_, NRy = @ : d’apres le cours, ceci fournit un test de niveau (1 — «).
La puissance du test est donnée pour tout 6 par

71(6) = Py(on rejette Hy) = Py(6, < 0) = Py(X(;) < 0)
=P(Yq) < —0) =1-P(Yy > —0) =1-P(Y; > —0)"
1—¢" sif<0
0 sif > 0.

En particulier, on remarque que le test est de taille 0, il est donc bien de niveau «, mais
cette situation ne semble pas idéale : on s’attend plutdt a 77(0) = 0.05 si le test était de
taille 0.05. C’est I'objet de la suite.

(b) Proposer un autre test qui soit, lui, de taille a.

Un test logique consiste a rejeter Hy si 6, < c, tel que

sup{Pg (8, < c)} = a.
6=>0

On cherche donc a déterminer c,. Or, en se souvenant que la variable aléatoire

E = n(, — ) suit une loi exponentielle de paramétre 1, on a

supPg(, < c) = supPg(n(8, —6) < n(c, —9))
6>0 6>0
= suplP(E < n(cy —0))
>0
= P(E < ncy)



car la fonction 6 +— Py(E < n(c, — 0)) est décroissante. Des lors, on choisit ¢, tel que
Py(E < ncy) = (1 —e ™)1 50 =

c’est-a-dire
_log(1—a)

n

CtX_

et on vérifie que ¢, > 0. Donc la région de rejet est {8, < —log(1 — &) /n}. Le test ainsi

construit est bien de taille &, c’est-a-dire

sup{Py(h, < —log(1—a)/n)} = a.
6>0

Notons que le test proposé précédemment (via le lien avec l'intervalle de confiance)
était bien de niveau a (et méme de niveau 0), mais pas de taille a.
(c) Calculer la fonction puissance du test. La représenter en fonction de 6 pour n et « fixés.

La puissance du test est donnée pour tout 0 par

(6) = IPy(on rejette Hy)
= Py(h, < —log(1—a)/n)
= Py(n(f, —0) < —log(l —a) — nbh)
1—-(1—a)e™ sif < —log(l—a)/n,

0 sinon

(d) Comment varie la puissance en fonction de a ? en fonction de n?

La puissance du test est croissante en « pour tout 0. Ceci est le cas pour tout test
correctement calibré. Elle est décroissante en n pour 6 € [0, —log(1 — «)/n], mais

croissante en 7 pour 6 < 0.

Exercice 6 : Soit 0 > 0 un parameétre inconnu. On considere la densité f, définie pour tout x € R

par
0
fo(x) = ﬁlxze-

Dans ce qui suit, on considere des variables aléatoires Xj, ..., X, indépendantes et de densité fy.

1. Calculer la fonction de répartition de Xj.

On a pour tout x > 0,
0

x0

2. Calculer la médiane de X et en déduire un estimateur de 6. Est-il consistant ?

Asymptotiquement normal ?



1—2:1/2@3(:29.

Ainsi, on considere I'estimateur ,, = X((n/2))/2- Comme f (x1/2) = 4 >0,0na

1662
\/ﬁ <X([”/2D — 29) L) N (0,)

n——+4o00 4

et donc

Ao L >
. Par la méthode des moments, proposer un estimateur. Est-il consistant?
Asymptotiquement normal ?

On en peut pas passer par E [Xk} quand k > 0, car ces moments n’existent pas. Par contre,

on peut regarder E [X~!]. En effet, on a alors

E [X—l] - /;Oo %dx _ 2179

et on obtient donc l’estimateur

A n
"= TSy oo
2y X!
Par la loi des grands nombres, on a
1 2 P 1
n I ot 20

i=1
et on obtient la consistance via le théoréeme de continuité. De plus, on a

_ T 6 1

etdonc V [X *1] On a donc

= L
= 1267
2 & 1 L 1
Y xl-o )| — — .
(s S (o)
et donc par la méthode delta

Vi (62— 0) Luv(o,leZ).

n—s+00 3

. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance 6,,. Déterminer la loi limie de

n (6, —0).



On a, via les calculs usuels, §, = Xq)- On a pour tout x > 0,
P [n(Xq) —0) 2 x| =P [Xp) 2 0+ 2]
~(plxzes ]y
=(1+) e

et doncn (X(l) - 9) converge en loi vers une loi exponentielle de parametre 1.

IR

5. Le modele (fy),- , est-il régulier?

La fonction 6 — fy(x) n’est pas continue en x.

6. Pour tout € > 0, calculer
P [6, > (1+€)6].

Grace aux calculs précédents, on a
P6,>(1+€)] =(1+e) "

En déduire un intervalle de confiance non asymptotique de niveau 1 — « .
Ona

et on obtient donc
IC—«(0) = ["‘WX(U"X(D] :

Exercice 7 : Estimation de deux parameétres Soit Y ~ £(A) avec A > 0 inconnu. Soit X =Y + 6

avec 6 > 0 inconnu. On admettra que X a pour densité fy , définie pour tout x par

for(x) = Aexp (—A(x —0)) Ljp 4oo[ (X)-

Soient Xj, ..., X, des variables aléatoires i.i.d de méme loi que X.
1. Calculer E[X] et V[Y].
OnaE[X] =0+ A 1etV[X] = V[Y] = A2
2. On suppose 6 "fixé", le modele (f) avec fy = fg estil régulier?

Pour tout 6 > 0, on a la mesure v avec dv(x) = 1jg ;o[ (¥)dp(x) o1  est la mesure de
Lebesgue. Puor tout x > 6, la fonction

A for(x) = Aexp (=A(x —0)) Ljg oo (X)



est de classe C®. De plus, pour tout x > 0,
fa(X) =In(A) = A(x—0)

et
LX) = 1~ (X-6)

et on obtient donc
I(A) = E[fy(X)*] =772

qui est bien continue sur R, . Le modele est donc régulier.

P

. On suppose A "fixé", le modele (fy) avec fg = fg 1 est-il régulier?

Pour A > 0, on a la mesure v avec dv(x) = 1r, (x)dpu(x). Pour tout x > 0, la fonction
0 — for(x) = Aexp (—A(x = 0)) Lg o[ (¥) = Aexp (—A(x —0)) 10, (0)
n’est pas continue en x. En effet, fp(x) = A et

lim =0.
f—xt

Attention! Ce n’est pas parce qu’il y a une indicatrice qu’il y a discontinuité.
Contre-exemple : La fonction x — |x| = x1gr, — x1g- est continue.

. Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.
On a

Lx (9) = H/\exp (—/\ (Xi — 9)) 1[9/+00[ (Xl) = A" exp (/\9 — /\len) 1[0/3((1)](9)
i=1

et la fonction 0 — A" exp (A — AnX,) est clairement croissante. On obtient donc
én — X(l)

. Calculer la fonction de répartition de X4).

Pour tout t > 6,
P [X(l) < t} —1-P [X(l) > t}

n
=1-J[P[X; > {]
i=1

=1-—(P[X;>t])"
=1—(P[Y; >t—0])"
=1—exp(—nA(t—0)).



6. En déduire l'erreur quadratique moyenne de Xj).

lere version : version bourrin On a pour tout x > 6,
fx (x) = nAexp (—nA(x —0))
et on obtient donc
+o00
E [X(l)} = / xnAexp (—nA(x —0))dx
0

= [xep (-mA (- O™ + [ e (-nr(x—0))dx
1 I
=0+ [—m\exp (—nA(x — 9))]

1
= — 40
n/\+

0

et ’estimateur est donc biaisé. De la méme facon, on a

2 e s
E [X(l)} :/9 x“nAexp (—nA(x —0))dx

_ [—xzexp(—n/\(x—e))};w—kZ/e xexp (—nA(x — 6)) dx
2

_n2

=6+ = [X(l)}

e 2 (1

=0 +n/\ nA+9

et on obtient donc ,

V | Xg)| = -

2eme version : un peu plus subtile On peut remarquer X(;) =0 +Zou Z ~ & (nA) et on

obtient directement 1’espérance et la variance.

Conclusion : On a par la décomposition biais variance
EQOM (X(1),0) = 5
M (Xa0) = ;

7. Déduire de la question 5
Vi (X —0) ——0.
Que pouvez vous en déduire?

Via question 5 : On a pour tout € > 0

P Vi (X —0) >e| =P [X(l) >0+ \jﬁ] = exp(—v/1A) — 0.



10.

11.

Via question 6 : On a pour tout € > 0, via Markov

EQM (Xa),0)

€2 ~ nA2€2 n—+oo

IP[\/H(X(U—Q) ze} <n

On en déduit que X(;) converge en probabilité vers 6.

. En déduire un estimateur de A.

On a l'estimateur

Aw=(Xu—0,) "

Remarque : L'estimateur est presque stirement bien définie car X,, = 0, = Vi, 5 Xi =X,
ce qui est un évenement de probabilité nulle.

Montrer que I'estimateur de A est consistant. Pour s’aider, on admettra que si (A,) et (B,)
sont deux suites de variables aléatoires convergeant en probabilités vers a et b, et

g : I x ] — R est une fonction continue en (a,b), alors
P
8 (An Bu) ——— g(a,b).

avec I, | des intervalles ouvert de IR.

On a (LGN) X, qui converge en probabilité vers 8 + A~! et ,, converge en probabilité vers
0. De plus, la fonction g : (x,y) — (x —y) ! est continue sur {(x,y) € R? x # y} et donc
continue en (6 +A~1,8). On a donc la consistance de =g (X, én).

Montrer que
— A 1 r 1
\/E(Xn—f)n—/\>m./\/<0,)t2)

On a la décomposition

ﬁ(xn—én—/l\) :ﬁ(xn—e—b—\/ﬁ(x(l)—e).

On a vu que le second terme converge en probabilité vers 0 et pour le premier, on a,
comme X =Y +6,

vil(%o-0-7) = v (-3) 752 v (05,

et on conclut grace a Slutsky.

En déduire la normalité asymptotique de I’estimateur de A.

On applique la delta méthode avec g : x — x~1, et on obtient

(emr-o(2)) e o e () )



12.

13.

14.

| Vi (Ay — 1) —5— N (0,A2).

n—-—+oo

Soit & € (0,1), en déduire un intervalle de confiance asymptotique de A.

Ona .
M AL n0,1)

A n—o0

Vn

Version 1: Par Slutsky (détailler comme d’habitude)

Ap—A
St L N(0,1)
An n—»00
et on a dong,
am P =142 S VI A S Q-a2) =10

avec g1_, /2 le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi normale centrée réduite, et on obtient donc

A
ICi_x(A) = |:)\n ith—a/z\/%] :

Version 2 : Soit 41, le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi normale centrée réduite, on a

lim P

n—r+o0

An
—1-as2 < V1 ()\ — 1) < fh—a/zl =1-u

et on obtient donc l'intervalle de confiance

An An
ICl—IX()\) = 1 + q1—a¢/2; 1 — qla/zl
Vn Vi

Montrer que

Pour toutt > 0, on a
Pln(Xy—0)<t|=p [x(l) §0+1ﬂ =1—exp(—At).

ce qui et bien la fonction de répartition de £(A).

Pour tout w € (0,1), donner le quantile g, 1, d’ordre 1 — a de la loi exponentielle de
parametre A.



& exp (—At) =

& —At = In(a)
_ —In(a)

St = 1

15. Donner la convergence de

n (X(l) — 9) - (qﬁnll_a - fh,l—a) .

avec g, = —n@
e = 7R,

Onan (X(l) - 9) ~ E(A) et par le théoréme de continuité,

P
= ex —— 0
Dpi—a ~ A1 n

et on obtient donc, par Slutsky

n (X(l) — 9) — (q;ml_,x - %,1704) —£ E(A).

n—-4o00

16. Déterminer un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — a pour 6.

On a d’apres la question précédente,

P [n (X(l) N 6) - (qﬁn,l—a - ‘h,l—a) < %\,174 —ol-a

ie
P |:n (X(l) — 9) S q;\n,lflxj| m 11—«
ie )
P |:9 Z X(l) . q)\n,l—zx:|
n n——4oo

> 1 —w

et comme X(l) > 0, on obtient

q;\n,l—uc o q;\n,l—a

et on obtient donc l'intervalle de confiance asymptotique

_ q/\nzlfa, _ .
IC1-(0) = |x0) = Py | = [xu) o /x(l)}



Exercice 8 (Loi Béta dilatée et translatée) : Soit X3, ..., X, i.i.d. de densité :

k-1
x€R fi(x,0) = ¢ [1— (x — 0)?] 1jp_1051)(%),

% Cette densité est celle d"une variable aléatoire qui s’obtient

par homothétie de rapport 2 et translation de 6 — 1 d’une variable de loi Beta(k, k).

ok > 1estconnu et ¢, =

Dans toute la suite, on appellera 0,, un estimateur du maximum de vraisemblance et on étudiera
ses propriétés.
Partie 1 On se place tout d’abord dans la situation ot k > 2.

1. Existence de 6,,.

(a) La vraisemblance est égale a

k-1
Ck H (1- —6)?) Toe[x,)—1,x)+1)-

On vérifie que IPg-p.s., 0 €] X,y — 1, X(1) + 1[ donc | X(,;) — 1, X(1) + 1[# @. Aussi la
vraisemblance est nulle en dehors de | X(,) — 1, X(;) + 1[ et est str1ctement positive sur
]X(n) —1,Xq +1 [. Dong, si il existe 0, qui la maximise, on a Py-p.s.,

A

0, G]X(n) -1, X(l) + 1[C [X(n) -1, X(l) + 1]
(b) La log-vraisemblance s’écrit, pour 6 €] X,y — 1, X(q) +1[:

0,(0) =nlogcr+ (k—1) ilog(l —(X; —6)?),

et sa dérivée est égale a

0,(0) =2(k—1) 21—(X~0)2

Il
=
|
=
Yoy
N.M:
—_
|
>
|
N
|
M:

1
i:11+(Xi—9) '

Lorsque 0 — X,y —1,alors 1 — (X; — 6) — X(,) — X;, qui vaut 0 si i est tel que

Xi = X(n), et qui est strictement positif sinon. De plus 1 + (X; = 0) — 2+ X; — X(;) > 0
Pg-p.s., pour tout i. Donc ¢;,(6) — +co quand 6 — X,y — 1.

Le raisonnement est le méme pour montrer que £;,(¢) — —oo quand 6 — X3y + 1. Par
ailleurs, ’application 6 — ¢},(6) est strictement décroissante sur ]X( ) — L Xy +1]
puisque pour tout x € IR, les fonctions 0 +— ﬁ et — — (x gy sont décroissantes
sur |x — 1, +oo[ et | — 00, 1 + x| respectivement.

(c) La fonction 6 — £;,(0) est continue sur | X(,;) — 1, X(1) + 1[, strictement décroissante et
telle que £}, (X(1) + 1) = —oo et £}, (X(,,) — 1) = +o0, donc il existe un unique point 0, tel



que ¢, (6,) = 0. Ce point vérifie

(- 80 [T - (X5 — 6,2 =0,
=i i

donc il est racine d'un polynéme de degré 1 +2(n — 1) = 2n — 1.

2.(a) Ona,pour0 <e <2:

0—1+e
Py[X; < 0—1+¢] = / (1= (t — 0)2)Fdt
-1

—1+€
—a [ -y

-1
€

= ck/ uk =12 — u)1du.
0

Si0<e<1,alors1 <2 —u <2donc

€
Py[X1 <0—1+¢] > ck/ Wy = %ek.
0

On a alors

]Pg[X(l) +1—-0> 6] = (P9[€1 >e+0— 1])”
= (1-TPyle <e+06—-1])"
k
Ck€ \"
< - .
< (=)
D’oui la deuxieme inégalité.
(b) Les autres inégalités se montrent par symétrie car X — 6 ~ 6 — X.

(c) Pour 0 < € <1, puisque X(n) —1<6,< X(l) +1ps.,

_]I’((X(l)+1)—92e) +H’<9—(X(n)—1) 2e)
<2(1—Cey"

— 0,

P(16,—0>¢€) <P (6, —0>¢)+P(0—0,>¢)

car (1 — Cek) € [0,1]. Ainsi, 0, %) 0 et §,, est consistant.
n o0

En outre, on a montré que, pour 0 < e <1,
Py (\X(l) —0-1)| > e) =P, (X(l) —0-1)> e> < (1—CéMyr,

avec (1 — Ce) € [0,1]. Ainsi, par le Lemme de Borel-Cantelli, X % 6 —1et
n e



Xy +1 P 5 0.De méme, X,) —1 LNy} Enfin, puisque X(,,) —1 < 0, < Xy +1

n—r+00 n——+o0

o A s . .
p.s., il vient (par encadrement) 6, p—+> 0, d’ot1 la consistance forte.
n——+oo

3. Le modele considéré est un modele de translation construit a partir de la densité
f(x) =c(1— xz)k_llxe[_llu. Cette densité est continue et C! par morceaux. De plus,
f'(x) = ci(k —1)(—2x)(1 — x*)*21,_1 1 donc pour tout x € [—1,1],

(F1(x))/ f(x) = deg(k — 1)22(1 — x2)2 4K — g0 (K —1)20%(1 — x2)F3,

Par conséquent, en utilisant I'indication,

1 1

x2(1 — 22 3dx = 8¢y (k — 1)2/ x2(1 — x?)*F3dx
0

J @R fdx = dek—1 [
= de(k—1)? /01 y1/2(1 — y)F3dy
,T(3/2)T(k —2)

= Aok =1 10297

Le modele est donc régulier et 'information de Fisher vaut

,T(3/2)C(k —2)
T(k—1/2)

1(6) = dcp(k — 1)

Puisque I(6) > 0, et 0, est convergent, le théoreme de convergence de 'EMYV dans les
modeéles réguliers s’applique et on obtient donc :

V(8 —80) ~ N(0,1/1(8)).

Partie 2

1. Lorsque k < 2, les calculs des questions 1 et 2 restent valident, donc 0, existe (il n’est pas
unique pour k = 1) et est fortement consistant. En revanche, pour k = 1, la densité f n’est
pas continue, donc le modele n’est pas régulier. Pour k €]1, 2] le calcul de la régularité
débouche sur

| 002/ ) = oo,

donc, de nouveau, le modele n’est pas régulier. Ainsi, on peut légitimement supposer que

0, ne sera pas asymptotiquement normal lorsque k € [1,2].



2. Par un raisonnement similaire a celui de la question ??,

]Pe(n”"én—9|>€) < Py (én_0>%)—|—][)9 (G_én>%>

€ €
SP((Xpy+1) =02 ) +P (6 (X —1) 2 )
e \"
<2(1-c5)
nﬂék
3. De la question précédente, il vient

A ek "

_ Zenlog(lfcnf%)

ek
_ g Certo(at) (ak > 0)
2 siek—1>01ie.sia>1/k
— <0 siak—1<0iesia <1/k

2e-C"  giak=1lie sia= 1/k.

Ainsi, on a montré que le terme |§, — 6] tend vers 0 au moins aussi rapidement que 1/n*,
tant que &« < 1/k. Autrement dit, 0, tend en probabilité vers 6 avec une vitesse d’ordre au
moins 1/n%, pour a« < 1/k.

En particulier, pour k < 2, (en prenant « = 1/2 < 1/k) §, converge avec une vitesse
d’ordre au moins 1/+/n (donc plus rapidement que quand le modele est régulier).
Lorsque k = 2, la majoration précédente ne nous indique rien sur la convergence en
probabilité de /7|6, — 8|. On ne peut donc pas affirmer que 6, converge plus rapidement
que la vitesse 1/+/n.

Pour rappel, lorsque k > 2, nous avons vu que le modele est régulier et que 8, converge a
la vitesse 1/+/n.



