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Correction

Exercice 1: Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0, 1].

1. Donner la loi de Z = —log(X).

Pour tout x € R?,
Fz(x) =P[-log(X) < X]=1-P[X <exp(—x)] =1—exp (—x)

et Z suit donc une loi exponentielle de parametre 1.

2. Soit Zy, ..., Z,, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de

méme loi que Z. Donner la normalité asymptotique de Z,,.

Les Z; sontiidetE[Z;] =V [Z;] =1, donc (TLC)
Vi (Zy —1) =55 N(0,1).
n—oo

3. En déduire la normalité asymptotique de

1

Yn = - a7 .
(T X))

On remarquera que
1 =
log (Yy,) = — Y log (X;) = Zn.
i=1

On adonc Y, = exp (Z,), etla fonction g : x — exp(x) est dérivable en 1, par la delta
méthode, on obtient donc

Vn (Y, —e) n_%? N (0,6%)

Exercice 2 : Soit (X},), une suite de varaibales aléatoires telle que
VX, —5— N(0,1).
n—r+400

1. Appliquer la delta méthode avec g(x) = cos x.



Vi (cos X, —1) —5— 0

n— 400
et on peut donc en déduire que cos X, converge vers 1 a une vitesse plus grande que /n.

2. Trouver une suite déterministe v, telle que v, (cos X, — 1) converge vers une loi connue
(non dégénérée).

On rappelle que le développement de Taylor de la fonction cos a I’ordre 2 nous donne

1
cosx =1+ (r(x) - 2) x?

avec r une fonction continue en 0 et r(0) = 0. On consideére maintenant une suite positive

v, que l'on définira ensuite, et on a

Op (Xp—1) = (r (Xn) — ;) v, X2

A noter que X, converge en probabilité vers 0, et par le théoréme de continuité, on a

n [e0]

De plus en prenant v, = n et en utilisant le théoréme de continuité avec la fonction
x+— x%,0ona
2 £ 2
v, X; —— N (0,1
e n——+o00 ( ¢ )

et en appliquant Slutsky, on obtient donc

L 1 2
O (X — 1) n_>—>+oo _§X1
ce que I'on peut réécrire comme
20, (Xy — 1) —5— X2
mAT n—too 1

Exercice 3 : inégalité de Cauchy-Schwarz et inégalité de Holder.
1. Inégalité de Cauchy-Schwarz :

(a) Soit X, Y deux variables aléatoires admettant des moments d’ordre 2. Montrer

I'inégalité de Cauchy Schwarz

E[|XY|] < \/E[X?]|/E[Y?]

La fonction A — [E [(AX - Y)Z} est un polynome de degré 2, positif, et dont le



discriminant
4 [XY]* — 4E [X?] E [Y?]
est toujours négatif ou nul. On obtient donc I'inégalité de Cauchy Schwarz.

(b) Soit (X,) et (Y;) deux suites de variables aléatoires convergeant a 1’ordre 4 vers 0. En
déduire que X, Y, converge en moyenne quadratique vers 0.
C’est une application direct de Cauchy-Shwarz.
2. Inégalité de Holder :
(a) Soienta,b > Oetp,q > 0 tels que % + % = 1. Montrer que

ab < 1a” + 1bq.
4 q

Option 1 Pour tout b, on considere la fonction g; : 4 — %a?’ + %bq —ab.On a

et on obtient obtient le résultat en passant a ’exponentiel.

(b) En déduire I'inégalité de Holder :

E[|XY[] < (E[|X[P])7 (E[]Y]7])7.

En prenant
X Y
a= X T et b= M T/
(E[IX]P])? (E[[Y[7])"
on obtient
|X] Y xpP 1 Y

<

1
E XD E (v P EIXP]) g [YF)



En passant a I’espérance, on obtient

EOX[IY] 1,1
(E(IXP)? (E[Y]s)i ~ P 4

(c) Soit (X,) une suite convergeant vers 0 a l'ordre r avec 2 < r < 4 et (Y;,) une suite
convergeant vers 0 a ’ordre i—’z Montrer XY, converge en moyenne quadratique vers
0.

Ona, enposant p =r/2,

r=2

E X3 < (B[IX[)7 (B [vl™2]) " ——o.

n— 400

Exercice 4 : (loi géométrique) Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de

parametre p, i.e pour tout entier k > 1, P [X = k] = (1 — p)*1p.

1. Rappeler I'espérance et la variance de X.

OnaE[X] = et V[X] = =L,

2. Soit Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. Par la
méthode des moments, donner un estimateur p,, de p.

v . P
Comme E[X] = p~!, X, converge vers p~! et on propose donc l'estimateur p, = X,, .
3. Est-il consistant ? Fortement consistant? Asymptotiquement normal ?

Comme X,, converge presque stirement (LFGN) vers p~! et comme la fonction
¢ :x +— x ! estcontinue en p~! # 0, on obtient la convergence presque stire a 'aide du

théoréme de continuité. De plus, comme

Vi (%o=p 1) o (0.557),

00
et comme ¢’ (p~1) = —p?, on obtient a I'aide de la delta-méthode
Vit (pn = p) == N (0,p*(1 - p)) .
4. Donner l'estimateur p2V du maximum de vraisemblance de p. Que pouvez vous en

conclure?

On a la vraisemblance qui est définie pour tout p par

n

Lx(p) =T ](1 - p)Xicip = p" ﬁ(l _ )Xl

i=1



On obtient donc la log-vraisemblance

n

Ix(p) =In(p") + ;h\(l —p)5t

:nln(p)+ln(1—p)z i—1

i=1
=nln(p) +In(1 —p) (nX, —n)
En dérivant, on obtient donc

1
1—-p

L (p) = (nX, —n)

<X

En multipliant par p(1 — p) # 0, on obtient alors

Ix (p) =0 n(l—p)—p(nX,—n) =0
S n—npX, =0
Sp= X,
De plus, comme

l;é(p):_p;lJr(l_lp)z(n—an)

et n < nX,, la fonction est strictement concave et X,, est donc son unique minimum. On

obtient donc
-1

AMV_Y
n

Pn =

et on obtient tous les résultats de convergence avec les questions précédentes. Attention, si

X, =1, comme p < 1, il n’existe pas de maximum de vraisemblance.

Exercice 5 : (loi de Poisson) On considere une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de

parametre 0.

1. Soit (X, ..., X,) ii.d de méme loi que X. A l'aide de la méthode des moments, proposer
un estimateur de 6.

On rappelle que E[X] = 0 et V[X] = 6. On obtient donc l'estimateur 8, = X,,.

2. Est-il consistant? Fortement consistant ? Asymptotiquement normal ?

On a la forte consistance grace a la LFGN et on a le TLC

Vit (X = 0) == N(0,6).



3. Donner l'estimateur du maximum de vraisembance.

n GXie—G

x(0) =115,

On a alors la log-vraisemblance

n

lx (9) = —nb+In (9) EXZ' - ih’l (Xz')
i=1 i

Il
—_

En dérivant par rapport a 6, on obtient
, 1
Ix (0) :—n—i—é ) X

et en cherchant le zéro de la dérivé, on trouve 6 = X,, et en dressant le tableau de variation,

MV _
0" =

on voit que c’est 'unique maximum, et on obtient donc X,,. Attention, comme

6 > 0, si X, = 0, il n’existe pas d’estimateur du maximum de vraisemblance.
4. Est-il consistant? Fortement consistant? Asymptotiquement normal ?

Tous les résultats sont donnés par les questions précédentes.

Exercice 6 (loi exponentielle translatée) : Soit Y une variable aléatoire suivant une loi
exponentielle de parametre 1, i.e de densité f définie pour tout x € R par

f(x) =exp (—x)1r: (x)

Soit 6, on considere la variable aléatoire X = Y + 0 de densité

fo(x) = exp (—=(x = 0)) 1jp 101 (%)
1. Calculer E[X] et en déduire V[X].

Y suit une loi exponentielle de parametre 1, et on a donc E[Y] = 1. On obtient
E[X] =1+060.Deplus, V[Y] =1etV[X] =V [Y+60] =V[Y] =1.
2. Soit Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. Par la

méthode des moments, donner un estimateur 6, de 6. Cet estimateur est-il consistant?

Fortement consistant? Sans biais ?

On obtient donc 8, = X,, — 1. Comme la fonction x — x — 1 est continue, et comme X,,
converge presque stirement vers 6 + 1 (LFGN), par le théoréme de continuité on obtient la

forte consistance de notre estimateur. De plus, par linéarité de I'espérance

n(6—1)
n

A 1 &
E 0] =~ Y EX]+1= +1=0.

i=1



3. Donner la normalité asymptotique de §,,.

Comme V[X] =1, le TLC nous donne

Vi (X = (041)) = v (Xo 1) =8) = v (s = 0) 2 N(0,1).

n—o00

4. Donner l'erreur quadratique moyenne de 8,,.

On a, comme les X; sont indépendants,

5. Donner 'estimateur 6,, du maximum de vraisemblance.

On a la vraisemblance qui est définie pour tout 6 > 0 par

Lx (6) = Hp (— (X = 0)) T o (Xi) = Hp (= (X — 0)) T (6)

La vraisemblance est don non nulle si et seulement si pour tout i, 8 < X; et donc si et
seulement si 8 < X(1) = min; X;. De plus, elle est croissante sur |0, X(l)] et 'unique
maximum est donc atteint en X ;). On obtient donc 'EMV oMV — X

6. Donner la loi de n (GA,IXW —0).

On a pour tout x > 0, par indépendances des X;,
P [n (9%"—9) Zx} :H’[éﬁwzf)—i—ﬂ =P [Vi,Xi29+ﬂ

zgu» xizo+2] = (P[xiz0+3])
= (p[n=7]) = (o0 (5))

_ ,X

On obtient donc n (AMV — 0) ~ £(1).

7. Calculer la médiane de X et en déduire un nouvel estimateur de 6. Est-il consistant ?
asymptotiquement normal? On a Fx, (x) = 1 —exp (6 — x) et donc x1,, = 6 +In(2). De
plus, fx, (6 +1In(2)) = % > 0, et dong, via le théoréme du cours, on a X([n/2]) qui converge
presque stirement vers 6 + In(2). On a donc X,/ — In2 qui converge presque stirement
vers 0 par le théoréme de continuité. De plus,

N (X(WZD .y —an) =/ ((X(WZD - 1n2) - 9) —£ L N(0,1)

n——+o00

8. Quel estimateur choisiriez vous?



Comme MV converge a la vitesse 1/, il converge plus rapidement que les autres et on

choisit donc MV

Exercice 7 :

1. (a) Soit f : t € R E [(X;1 — t)?]. Pour tout ¢, f(t) = t* — 2E(X1)t + E(X?) est un trindme
en t strictement convexe. Il admet donc un unique minimum 1a ot1 sa dérivée s’annule :
fl(t) =2t —2E(X;) =0t =E(Xy).

(b) De la méme maniere que précédemment, t € R — 2 =2 (n ' Y1 X;) t+n 1YL, X?
admet un unique minimum en son point critique quiest t = n=1y" | X; = X,,.

2. Rappelons que pour toute v.a. Z > 0,on a

car I'égalité de Fubini donne

/O.OOIP(Z > z)dz = /OOOJE [1z~.]dz =E [/Ooo 1Z>Zdz] = E[Z].

(a) En utilisant 1’égalité ci-dessus pour Z = |X; — t| et en remarquant que
]P(|X1 —t| > Z) = ]P{Xl —t> Z}—i—IP{t—Xl > Z},

on obtient pour tout t € R

[e°]

’Xl—t| = ]P|X1—t|>Z)

S—

:/ P(Xy—t>2z) dz+/ (t—X1 >2z)dz
0

= —F(z+1)) dz+/ (t —z)dz

0
/ )du+/ F(u)du

Rappelons que les deux intégrales sont finies pour tout réel . Etudions la seconde : on
peut donc écrire

/:OF(M)U:/OOOF(u)u+/OtF(u)u:C+/Ot1: Wu

ouC = [ EOO F(u)u est une constante. Comme F est continue, elle admet une primitive
®, qui est donc de classe C! et vérifie

/_t F(u)u = C + ®(t) — &(0).



Par conséquent, la seconde intégrale, vue comme une fonction de ¢, est dérivable sur IR,

;t (/too]—"(u)u> _ ®/(t) = F(b).

Un raisonnement similaire donne

de dérivée

[T a-rwyu= [T a-Fwyu- [0 -Fw)u=c -t +o() - 20)

0

0+°° (1 — F(u)) u est une constante, si bien que

a ([ a-rune) =ro -1

Au total, la fonction t + E [| X; — t|] est C! sur R, de dérivée

avec C' =

%IE (1%, — £] = 2F(f) — 1.

Par suite, comme F est une bijection strictement croissante d’un voisinage de x;,, dans

un voisinage de 1/2, on a
2F(f) =1 >0t >x10et2F(t) —1 <0 &t < x1/0

donc la fonction ¢t — E|X; — t| atteint son unique minimum en t = xy 5.

(b) La fonction g : t — 1y | |X; — t| est affine par morceaux et sa pente change a chaque
X;. En ordonnant les X; de la facon suivante

et en notant X(g) = —oo et X(,,, 1) = 400, on remarque que la pente de la fonction g
vaut —n/nsur | — o, X(q)[, —(n —2)/n sur [X(y), X(5)[, etc, puis (n —2)/n sur
[(X(n-1), X(n)| €t n/n sur [X(,, co[. Autrement dit, la pente vaut (2(k — 1) —n)/n sur
l'intervalle [X;_1), X()[ (en excluant X (o) pour k = 1). Ainsi, de deux choses I'une :
e sin est pair, la pente de g va s’annuler sur un intervalle, correspondant a
[X(n/2)s X(n/241)]- Donc la fonction g est minimale sur l'intervalle [X(,,/5), X(/241)]
(I’argmin est alors un intervalle).
e Sin est impair, la pente de g ne va pas s’annuler et cette fonction atteint son unique
minimum en X((,41)/2)-
Cependant, puisque la médiane empirique est définie de fagon unique par X((,,;1),2) si
n est impair et X, /) si 1 est pair, elle minimise dans tous les cas la fonction g (c’est la
plus petite valeur minimisant g).

Exercice 8 : Loi de Laplace



1. Soient Xj, ..., X, ii.d de densité donnée pour tout x € R par

folw) = 55

7

avec 0 > 0. Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6. Est-il unique?
Consistant? Asymptotiquement normal ?

Pour tout8 > 0,0on a

1 _1yn oy
LX (9) = 2719716 921:]‘){1‘
et

1 n
Ix (0) = —nIn(2) —nln(0) — 7 ; | X
et donc

; n 1& 1&
lx(e):—§+9—22|Xi\:0<:>9252\xi|
i=1 i=1

et il suffit de dresser le tableau de variations pour conclure. De plus, a I'aide d"une IPP

+oox o —+o0 o
]E[\Xll]:/o 3¢ de:/o e vdx =20,

et on obtient donc la forte consistance via la LEFGN. De la méme facon,

E [|X1|2] —20% et V[Xi]] = 6?
et on obtient donc

AMV £ 2
Soit Xj, ..., X, ii.d de densité donnée pour tout x € R par

1
f}l (x) — Ee_|JC—]’l|’

avec it € R. Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance de yu. Est-il unique?
Consistant? Asymptotiquement normal ?

Pour tout 4 € RR,

i=1

Lx (n) = 217e><p (— Y1~ #I)

et donc

n
Ix () = —nIn(2) = }_ |X; — p|
i=1
et on obtient donc i)'V = X, /2)). A noter que comme la densité est sympétrique, on a

Fgll (1/2) = p et Fx, est strictement croissante en y donc on a la consistance de m,, via le



théoréme du cours. De plus, on a, comme f(p) = %,

Vi (my — 1) —5— N (0,1).

n—r+o0



