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L3 Deuxiéme semestre

Feuille de TD 1 : Convergence de suites de variables aléatoires

Exercice 1.

1. Rappeler les définitions de la convergence en loi, en probabilité, presque stire et en

moyenne quadratique .

2. Montrer que la conver gence en moyenne quadr atique 1mphque la convergence en

probabilité.

3. Soit a une constante et (X, ) une suite de variables aléatoires. Montrer que si (X;,) converge

en loi vers a, alors (X,,) converge en probabilité vers a.

4. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers une constante a et soit

h : R — R une fonction continue. Montrer que & (X,,) converge en probabilité vers h(a).

5. Etudier la convergence de la suite (X, ) dans chacun des cas suivants :
e X, =1/n.
e X, =(-1)"
* X, =14, ol A, est une suite d’événements et IP [A,| converge vers 0.
e X, = Z,1p, ou Z, converge en loi vers une variable aléatoire Z et IP [B,] converge vers
1.

Exercice 2.

Soient Xi, X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, a
valeurs dans un ensemble A. Soit D C A tel que p = P [X; € D] # 0.

Pour toutn > 1, on pose S, = 2}’:1 1{X]-eD}-
1. Calculer E [S,] et V [S,].

S N
2. Montrer que la suite 2 converge presque slirement vers p.

2
3. Calculer I’erreur quadratique moyenne E [(fj — p) } . En déduire une majoration

uniforme en p de 'erreur quadratique moyenne.



4. Démontrer que pour tout p €]0,1] et pour tout e > 0,

*|

o e . S
5. Enoncer le théoreme de limite centrale que satisfait la variable 7”
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Exercice 3.

Soient (X}, ) et (Y,) des suites de variables aléatoires, et X, Y des variables aléatoires. Montrer que :
1. Si X, et Y;, convergent en probabilité vers X et Y, alors X, + Y, converge en probabilité
vers X + Y.
2. Si X, et Y, convergent presque stirement vers X et Y, alors X, + Y}, converge presque
stirement vers X + Y.

3. Si X, et Y, convergent en moyenne quadratique vers X et Y, alors X, + Y}, converge en

moyenne quadratique vers X + Y.

Exercice 4.

Soit (X,) une suite de variables aléatoires centrées, de méme variance o et satisfaisant pour tout
entiers i # j
Cov (X, X;) = o2l

avecw € (0,1). Pour toutn > 1, on pose S, = Y1 1 X;.

1. Calculer E [S,].

2. (%) Montrer que
2

20 1—a1

2

V[S,] = no® + —1)—a—— ).
[Sn]| = no 1 <(n ) —a )

On rappellera que
n

)X

L x| = Y. VX + Y Cov (X, X))

i=1 i#j

Vv

3. En déduire la convergence en moyenne quadratique de S, /n.

Exercice 5.

On considere une suite de variables aléatoires (X},). Dans chacun des cas suivants, donner la
normalité asymptotique de g (Xj,).
1. g:x—/x,0>0et
Vi (X, —02) —5— N (0,1).

n—+o00



2. g:x+—>x_1,07é0et
1 L 1

Vit (Xy —In(8)) —5— N (0, (In6)?)

n—r—+00

3. g:x<—e5,0>0et

Exercice 6.
Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0, 1].
1. Donner la loi de Z = —log(X).

2. Soit Zy, ..., Z,, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de
méme loi que Z. Donner la normalité asymptotique de Z,,.

3. En déduire la normalité asymptotique de

Exercice 7 — Loi exponentielle translatée.

Soit Y une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parameétre 1, i.e de densité f définie
pour tout x € R par

f(x) = exp (=x) 1g; (x)

Soit 8, on consideére la variable aléatoire X = Y + 6 de densité

fo(x) = exp (—(x = 0)) 1,10/ ().

1. Donner les fonctions de répartitions des variables X et Y.

2. Soit X3, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. On considere
la variable aléatoire Z, = min;—; _, X;. Donner la fonction de répartition de Z,.

3. En déduire que Z,, converge en probabilité vers 6.

4. Montrer que la variable n (Z,, — 6) suit une loi exponentielle de parametre 1.

Exercice 8 — Inégalité de Holder.

L’objectif de cette exercice est de démontrer 1'inégalité de Holder "généralisée" suivante. Soient

p,q,v > 0 tels que % + % = %, et X,Y deux variables aléatoires admettant respectivement un



moment d’ordre p et . Alors

==

(E[IXY[])" < (E[X|P])" (E[]Y]7)7.

1. Montrer que pour touta, b > 0

l(ab)’ < 1a” + 1bq.
4 p q

2. En déduire I'inégalité de Holder.
3. Soit (X,) (Yy) deux suites de variables aléatoires convergeant vers 0 respectivement &

l'ordre p > 2 et %, ie

n—r—+o0 n—+00

2,
E[|X,/] ——0 et IE[]Y,ZVPZ]—)O.

Montrer que X,,Y;, converge en moyenne quadratique vers 0.



