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L3 Deuxiéme semestre

Examen partiel de statistique

Exercice 1: Questions de cours :

1. (2 points) Donner la définition du biais et de I'erreur quadratique moyenne d'un
estimateur.

2. (2 points) Soit 8 € R et 8, un estimateur admettant un moment d’ordre 2. Démontrer la
décomposition biais variance suivante :

EQM (0,,,0) = B (8,,6)° +V [6,] .

Correction : Cours.

Exercice 2 : On considere des X i.i.d suivant une loi de Rademacher de parametre 6 € (0,1), i.e
ona
P[X;=1]=90 et P[X3=-1=1-6.

1. (2 points) Montrer que
E[X;]=20-1 etV [X;] = 46(1—90).

(1 point) Proposer un estimateur a 1’aide de la méthode de moments.
(2 points) Montrer qu’il est consistant.

(2 points) Montrer qu’il est asymptotiquement normal.

O ok » DN

(3 points) En déduire un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — a avec
a € (0,1).

6. (1 point) Montrer que la densité fy(.) de Xj peut s’écrire pour tout x € {—1,1} de la forme

a—x
2

folx) =072 (1-0)

pour un choix approprié de a.

7. (2 points) Donner 1’estimateur du maximum de vraisemblance.

Correction :



1. Option 1: On peut remarquer que X a la méme loi que2Y —1ouY ~ B(f) etona

directement
E[X] =2E[Y]-1=20—1 et  V[X]=4V[Y] =46(1-0).
Option 2 : On peut directement calculer
EX]=(-1)xPX=-1]+1xPX=1=—-(1-0)+6=20-1

et
E[X?] = (-1)?*xP[X=-1]+1?xP[X=1=(1-0)+0=1

et donc
VX]=1-(20-1)2=1—-46%+460 —1=46(1-9).

2. Onaf = % et on prend donc I'estimateur

3. Par la loi forte des grands nombres, on a X, qui converge presque sirement vers

E[X] = 20 — 1 et donc, comme la fonction g : x — (x + 1) /2 est continue,

0y = g (Xn) —— g(20—1) = 6.

n——400

A noter que I'on aurait pu avoir le résultat en remarquant que la transformation est affine.

4. Le TLC nous donne
- L
Vi (X, —0) —= N (0,46(1—6))

Option 1: Comme g’(x) = 1/2, et en particulier §'(26 — 1) = 1, on a par la méthode delta
A L
Vi (6= (26 —1)) —— N (0,0(1-6)).

Option 2 : On peut juste "diviser par deux le TCL" et on a

X 5 c
Vn <2” - (9—1/2)> = /n (6, —0) mJ\/(O,G(l —0)).
5. On peut réécrire la normalité asymptotique comme
Vil _£  ar01).

0(1—6) n+oo



De plus, on a

0,0 \/m é—e
\/ (1-9 «/9,11—9 \/ (190

6(1—0)
x(1—x)

Comme la fonction

est continueen 6 € (0,1), on a

VU= e,
\/m o400

A l'aide du théoreme de Slutsky, on obtient donc

Soit q1_, /7 le quantile d’ordre 1 — « /2 de la loi normale centrée réduite, on a donc

(D)

0
[ q1- ac/2<\/>—,\

n——+00

- < q11x/2] ——1l-ua
(6(1—6,)

et on obtient donc l'intervalle de confiance
J— n
ICi_4(0) = | Xu T q1_pjp—F7—

. En prenant a = 1, on retrouve

. On a la vraisemblance

On a donc la log vraisemblance

Ix(0) = %(ﬁn + 1) log(6) + %(n — 1X,) log(1 — 6).



En dérivant et en mettant au méme dénominateur, on obtient

, nX,+n n—nX, nX,+n—2nb nX,+n X,+1
(0) 26 2(1—10) 201—6) = 0 b= 2

et on obtient donc I'estimateur du maximum de vraisemblance MV = Xztl,

Exercice 3 : On considere des variables aléatoires X; indépendantes et § > 0 tels que pour tout
i>1,

. . 1 2
Ex]="le o wvx= (1) e
1 1

L'objectif est d’estimer 6. Dans ce qui suit, on considére l'estimateur X, = 1 Y | X;.
1. Calculer son biais.
2. Calculer son erreur quadratique moyenne.

3. Montrer qu’il converge en probabilité. On admettra

L | "1
Y = <1+log(n) et Zifzgz.

i=1 ! i=1

4. On considere maintenant 'estimateur 6, = % Y.i—1 717 Xi- Calculer son biais et son erreur

quadratique moyenne.

5. Quel estimateur choisiriez vous?

Correction :

1. (2 points) On a par linéarité

E [X,] =

On obtient donc pour tout 6 > 0

0> 2021 6* L1
=yt eLlitala

i=1



Pour tout 6 > 0, a ’aide de la décomposition biais variance, on obtient l'erreur
quadratique moyenne

- 92 292 noq 92 n "1
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== 1

3. (2 points) Grace aux inégalités données dans 1’énoncé, on a

< 0> 202 20> 02
EQM (X, 0) < — + —5 (1+1log(n)) + —5 + 5 (1+log(n))* ——0.

n——+0o
L’estimateur convergence donc en moyenne quadratique et donc en probabilité
4. (3 points) On a par linéarité

ni a1
#Leze.
i+1 i

iilE [Xa] =

:\»—\

L'estimateur est donc sans biais. De plus, a I'aide de la décomposition biais variance et par
indépendance
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5. (1 point) On a pour tout 6 > 0

i=1

2
< A 202 L1 P& 1 07 (&1
EQM(Xn,Q)—EQM(Gn,Q):nzzi+nzzi2+nz<z> >0
i=1 j i

et donc 0,, est un meilleur estimateur.



