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1.3 Deuxiéme semestre

Examen de statistique

Exercice 1 : (2 points) Questions de cours :
1. Donner la définition du biais et de I’erreur quadratique moyenne d"un estimateur.

2. Soit § € R et §, un estimateur admettant un moment d’ordre 2. Montrer que

EQM (0,,,6) = B (8,,0)° + V [6,] .

Exercice 2 : (4 points) Dans chacun des cas suivant, donner la normalité asymptotique de 0, :

1. 6>0,é\nziet
— 1 C 1
ﬁ<X"‘9) mN(%z)'

X
Fait et refait, on a
Vi (6, —0) —=— (0,6%).

2. 9>O,9n:%et

N (Xn - 9—1/3) —£ LN (0,1)

n——+00

Ona g(x) = x 3 etdonc ¢'(x) = —3x~* et en particulier g’'(6~1/3) = —36*/3 et donc

Vi (0 —0) —— (0,96°?) .

n—-4oo

Exercice 3 : Soit § > 0. On considére une variable aléatoire X ayant pour densité
fo(x) = 2e¥e721,59

Dans tout ce qui suit, on considére Xj, ..., X, des variablles aléatoires i.i.d de méme loi que X.
1. Montrer que E [X] =0+ et V[X] = L.

Version 1: Pour tout t < 2, la fonction génératrice des moments est définie par

+o00 2 +o00 -2
£) — 29/ 0% (t-2) gy — 20 [x(t72)] _ ot
Gx(t) =e 2 dx =e e ) —1



Ona Gi(t) = 72eb + (tfz)zeet, etdonc E [X] = G4(0) =60+ }. Deplus,ona

202, 20

_ 20 o 4 o
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etdonc E [X%] = 62 +0+ 3. Ainsi V[X] = 1.

Version 2 : A 'aide d’une IPP, on a
400 P, +o0
E[X] = 329/ 2xe dx = éf ([—xez"]z —I—/ ez"dx>
0 0

— 020 (ge20 4 16—29)
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De la méme fagon,
2 20 [T 2, o 26 2 2yt teo 2
E[X*] =e / x?2e”dx = e® ( [—xfe™], +2/ xe *dx ) = 6+ E [X]
0 0

1
=0 +0+ .
+6+

. Par la méthode des moments, donner un estimateur én de 6.
Onab,=X,—1/2.
. L'estimateur én est-il consistant?

Parla LGN, on a X,, qui converge en probabilité vers 6 + 1/2, et donc

A P
0, —— 0.
n—-+4o0

. Lestimateur 6, est-il asymptotiquement normal ?
Parle TLC,on a

_ r 1
\/H(Xn—e—l/z)mj\/<0,4>

ce qui se réécrit directement,

n——+00

\/ﬁ(én—e)%/\/@,i)

.....

On a

. n
Lx(0) = 2" 2% [ 1p<x,
i=1



et

n
[T10<x, =1 ¥i,0 < Xi < 0 < X
i=1

et on a donc la vraisemblance

LX (9) = eZ"GZ”e’Z”X” 19§X(1)

qui est strictement croissante |0, X(1)] et nulle sur | X(;), +oo[ et le maximum est donc

atteinten Xq).

. Montrer que la fonction de répartition Fx de x est définie pour tout x par

1—e 2078 gix>9
0 sinon.

Six <0, P[X<x]=0.Six>90,

Fx(x) = e /Gx 2e ¥ dx = % (—e_zx - 6_29) =1—¢ 270
. En déduire la consistance de X(;). On a
P | X() x| =1-P |[Xq) > x| =1-P[¥i,X; > .

Par indépendance, on a
n

]P [Vl, Xi > X] — H]P [XZ > x] = (]P [X > x])n = 67271(3(76)
i=1

et donc P {X(l) < x} = 1—¢2x=0) On a donc pour tout € > 0, comme X1y > 0,

P[|X0) — 6| €] =P [Xg)—02 €] =P[Xy 2 0+¢] e ——0

n—+0oo

et on a donc convergence en probabilité.

. Montrer que

n(Xa)—0) ~£(2)

Comme X(l) > 6, pour toutx < 0,onalP [n (X(l) — 9) < x} = 0.Pour toutx > 0,ona

P[n(Xa)=0) <x] =P [Xp) 0+ ] =1— = Fey ().



