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Chapitre 1

Systeme linéaire et décompositions LU

L’objectif de ce cours est de résoudre efficacement des systemes d’équations linéaires. Rappelons
qu’il s’agit de résoudre 'équation

Ax =D, (1.1)
ouA = (a,-]-) 1<i<n estune matrice, b est un vecteur a coefficients complexes ou réels de dimension n

1<j<m
et x est un vecteur de dimension m. Il y a deux aspects fondamentaux pour ce genre de problémes,

comme pour tout probléme inverse :
1. l'aspect théorique de (1.1) :
(a) Le probleme a-t-il une ou plusieurs solutions ?
(b) Existe-t-il une solution préférable?
(c) Comment varie qualitativement cette ou ces solutions quand b varie?
2. I'aspect pratique du probleme :
(a) Comment trouve-t-on pratiquement cette solution?
(b) Quelle est le cotit algorithmique de la recherche de solution?
(c) Le probleme est-il stable d"un point de vue algorithmique?

Quand nous sommes confrontés au probleme (1.1) sur un probléeme concret, I’ensemble des ré-
ponses a ces six questions est importante : la connaissance de l'existence d’une solution unique
mais inaccessible numériquement (ou en un temps déraisonnable) est inutile.

Dans ce cours, nous nous attacherons a répondre a ces six questions pour le probléme (1.1) dans le
cas d"un systéme carré inversible (cf Section 1.1 pour un rappel sur cette notion). Il est dans ce cas

déja connu que le systeme (1.1) a une unique solution donnée par
x=A"1b. (1.2)

Ceci répond directement aux points 1.(a) et 1.(b).
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1.1 Rappels sur les matrices

Dans tout ce qui suit, on considere des matrices réelles ou complexes, mais la plupart des défini-
tions et propriétés restent vraies pour des matrices a valeurs dans un corps K. Dans ce qui suit,
K =RouC.

Matrice complexe : Une matrice A a n lignes et m colonnes est la donnée de n - m nombres com-
plexes aij, 1 <i,j < n.Onnote M, ,(K) I'espace vectoriel des matrices a coefficients dans le corps
C. Si n = m, la matrice est dite carrée et on écrit simplement M, (K) (n est alors appelée la taille de
la matrice). La matrice 0 € M, ,,(C) est la matrice avec tous les coefficients nuls. Si A € M, ,,(K)
etl <i<mn1l<j<mn onnote Ali,] la i-eme ligne de A et A[,j] la j-eéme colonne de A. For-
mellement, Afi,] € My,(K) est une matrice ligne telle que la j-éme entrée vaut a;;. De méme,

Al,j] € M,,1(K) est une matrice colonne telle que la i-eme entrée vaut a;;.

Transposée d'une matrice : On définit la transposée d'une matrice A € M, , (K) comme la matrice
AT € My, (K) telle que
[AT]i]' = Ll]'i.

Produit de matrices : Si A et B sont deux matrices de taille n x m et m x [, le produit AB €

M,,1(K) est la matrice (c;j)1<i<, donnée par
1<j<l

m
cij = Y aixbyj,
k=1
ol a;j, by représentent les coefficients de A et B.

Base de M, (K) : Pour 1 < k,I < n, onnote Eyy = (3;x0j1)1<i,j<n la matrice avec des zéros partout

sauf dans l'entrée (i, ). Les régles de multiplication énoncées ci-dessus impliquent que

EijEx = 6iEj.

Matrice identité : La matrice I, = }.;_; E;; = (0;j)1<i j<n est]'unique matrice dans M,,(K) telle que
ILLA=AL, =A
pour toute matrice A € M, (K).

Matrice inversible : Une matrice carrée A € M, (KK) est dite inversible quand il existe B € M, (K)
telle que
AB =BA =1,.

On note alors B = A1,
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Déterminant d’une matrice : Soit A € M, (K). Son déterminant est défini par

det A := Z 6(0')6110(1) . amf(n)

oceS,
La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, et alors

1
-1 T

mA 1.
det A (ComA)”, (1.3)
ot (ComA);; = (—1)"*/det Al et Alll est la matrice A ot les i-eme ligne et j-me colonne ont été

enlevées. On note GL, (KK) I’ensemble des matrices inversibles a coefficients dans K.

Vecteurs : Un vecteur x € K" est identifié avec la matrice colonne (x;)1<i<n € M;x1(K). Pour
toute matrice A € M, x,(K), la multiplication matricielle

n
X Ax = (Z aikxk)
k=1

1<i<m

définit une application linéaire de K" dans K. On identifie A avec I’application correspondante.
Le noyau de A, noté ker A, est I'ensemble {x € K", Ax = 0} C K" et 'image de A, notée Im A est
I’ensemble {Ax, x € K"} C K™.

Dans toute la suite, nous nous intéresserons principalement aux matrices carrés. Il faut garder en

téte que de nombreux résultats existent également dans le cas de matrices rectangulaires.

1.2 Conditionnement de matrices

1.2.1 Normes matricielles

Rappelons qu’une norme || - || sur un espace vectoriel E est une application
|- : E— R

telle que

— ||x|| = 0si et seulement si x = 0,

— |IAx|| = |A|||x]| pour tout x € E, A € K,

— Jlx+yll < [lxll + lyll pour tout x,y € E.
Suivant le probléeme que 'on considere, il est parfois utile de considérer des normes différentes.
Par exemple sur K", nous considérerons trois normes particuliéres :

— la norme euclidienne : || x| = /¥ [xi]2,

— lanorme 1: ||x||y = X1 |xi],

— lanorme infini : ||x]|c = maxj<j<y, |X;].

Nous laissons en exercice la preuve que ces trois applications sont bien des normes.



8 Systéme linéaire et décompositions LU

Definition 1.2.1. Soit || - || une norme sur K". La norme opérateur sur M,,(IK) associée a || - || est I'appli-
p pp
cation ™
x
L] A = l[Afll = sup  Z== = sup [[Ax].
xeKn\{0} ]l xeK"
[lx[=1
Proposition 1.2.1. Soit || - || une norme sur K". Alors
1. L'application |||-||| est une norme.

2. Pour tout x € K",
[Ax| < [[[A[[[{]x]]-

3. Pour tout A,B € M, (K),
[I1ABII| < [[[All[[B]]l

Démonstration. 1. 11 faut prouver les trois axiomes d'une norme. Premiérement ||| A||| = 0 si et
seulement si pour tout vecteur de norme 1, Ax = 0. Cela signifie donc que pour tout vecteur
non nul, on a Ax = ||x[|A (ﬁ) = 0, et donc A = 0. D’autre part, pour A, B € M, (K) et
A € K, on a par les propriétés de || - ||

IAA[ll = sup [[AAx][ = [A] sup [[Ax]| = [A[[|| Al

xeK xeK
[lx]|=1 [lx[|=1
et
I[A+ Bl = sup [[(A+ B)x]|
xe K"
lxfl=1
< sup ([|Ax] + [[Bx[])
x n
lxfl=1
< sup [[Ax|[+ sup |[Bx|| < [[|A[[[ + [[|BI]|
xe K" xe K"
lxfl=1 lxfl=1
2. Pour x = 0 le résultat est clair. Par définition de |||-|||, pour x € K" nonnul on a
[ Ax]l [ Ax]]
[Ax] = l[x[| 5= < [lx]| sup < (LAl
s O P

3. Soit A, B € M, (K). En utilisant le point précédent pour A puis pour B, pour tout x € K"
denorme 1 ona
[ ABx[| < {|Bx[| [ Alll < [[[A[IIlI[BI[l

Par passage au supremum on en déduit que

[I1ABII| < {[[All[[1B]]l
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O]

Exemple 1: La norme induite par la norme | - |2 est également souvent appelée simplement

norme opérateur ou norme spectrale. Elle vaut donc

[Allz = sup [[Ax]j.

xeK”
[[x[l2=1

Cette norme est importante car elle mesure la transformation de la norme euclidienne (la norme la
plus naturelle sur K") par A. Le probleme est qu’elle n’a pas de forme explicite. On peut cependant
montrer que

|Al|3 = sup{|A|, A valeur propre de ATA}.

En effet, comme AT A est symétrique, elle est diagonalisable et les vecteurs propres forment une
base orthonormée de K". On notera D la matrice diagonale associée. Ainsi, on note Ay, ..., A, les
valeurs propres de AT A, et pour tout ||x|; = 1, on note # = (%,...,%,) 'écriture de x dans la

nouvelle base orthonormée, il vient || %||, = 1 et

n n
|Ax|* = xTATAx = "Dz = YA < max{Ai} )%

On a dong,
IA[I[> = | sup [Ax|| | = sup [|Ax|* < Amax
n xeK"
[lx[|=1 [lx]=1

Ol Amax est la plus grande valeur propre de AT A. De plus, si on considére vmax un vecteur propre

unitaire associée a la valeur propre Amax, on a

HAUmatz = U;aXATAUmax = Amax vaatz = Amax-

On a donc [[|A||* > Amax et donc ||| A][[* = Amax.
Exemple 2 : Les normes induites par les normes || - ||1 et || - || sont en revanche explicites : on a
n
|All; =max < ) la;,1<j<mns,
i=1

et

n
|Allc = max {Z la;j|,1 <i< n} .

/=1

Exemple 3 : Toutes les normes sur M, (IK) ne sont pas forcément induites par une norme sur K".

C’est par exemple le cas de la norme de Frobenius, qui est simplement la norme euclidienne sur
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. 2 L
’espace vectorielle M, (K) (vue comme K" avec la base (Ey;)1<k i<, comme base orthonormée),

donnée par

[AllF =

Z |lli]'|2.

ij=1

A noter que le produit scalaire associé est définit pour tout A, B € M, (K) par

(A, B)r = Trace (ATB> .

1.2.2 Conditionnement d’une matrice

Definition 1.2.2. Soit || - || une norme sur K" et A € GL,(K). Le conditionnement de A respectivement

a

- || est défini par
Cond(A) = [[|A[I][|A~]]]

Le conditionnement d’une matrice caractérise la stabilité du systeme linéaire (1.1) associé.

Proposition 1.2.2. Soit A € GI,(K) et b, b’ € K". Les solutions respectives x et x' de Ax =bet Ax' =1’

satisfont I’erreur relative
o b
161l

x|
—— < Cond(A
=l (4)

Démonstration. Nous avons tout d’abord
Jx—x'| = [AT @ =0 < |[JAH ][ Ib =¥

D’autre part,
1BlF = T Ax[F < lI[ Al

ie ﬁ < %. En combinant ces deux inégalités, on obtient que

|2 — "]}

=
I

SHMHHHAA’H 1]]

Le résultat est déduit par la définition de Cond(A). O

En d’autres termes, une matrices avec un "bon" conditionnement, i.e une matrice avec un condi-
tionnement faible permet que si on modifie légerement b, alors la solution associée ne bouge pas
trop par rapport a la solution d’origine. On a donc des méthodes numériques qui seront beaucoup
plus stables. Inversement, si A a un grand conditionnement, on risque de rencontrer de nombreux

problémes de stabilité.
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1.3 Méthode d’élimination de Gauss

Nous allons voir une premiere méthode numérique pour résoudre efficacement 1'équation (1.1)
quand A est inversible.

Remarque 1.3.1. II est illusoire de penser qu’on pourrait utiliser (1.3) pour calculer A~1. En effet rien
que le calcul du déterminant de A implique une somme sur l'ensemble des permutations possibles de n : il
yan! =n-(n—1)...2-1 permutations de n. Cela implique qu'il faut par exemple environ 2,5 - 10'8
opérations pour inverser une matrice de taille 20. Avec un ordinateur ayant un processeur de 1 GHz, cela
prendrait environ 2,5 - 10° - s soit 77 ans.

La premiere méthode classique et utile de résolution de’équation Ax = b estla méthode de Gauss,

qui est sans doute déja connue. Pour rappel, celle-ci consiste a transformer le systeme

a11x1 + apxy + ... + auxp, = bh
anxi + axnXx: = b (1.4)
amxy + ... + agnxn, = by
en un systéme triangulaire supérieur
unxr + ..+ WpenXe1 + 0 UpXe = by
- S (1.5)
U—1)(n—1)¥n-1 + Uu_1u¥n = by
UppXy = b,

avec u;; # 0 pour 1 < i < n, par des opérations sur les lignes.

1.3.1 Méthode sans pivot

L’algorithme se fait de maniere suivante : posons A(®) = A,b(®) = b, puis a chaque étape 1 < ¢ <
n — 1, définissons

aii ! sii<louj<{ (=D sii<t,
0 _ (e-1) 0_)" -
i =93 1 a4 () . . ;b= 2 (L)
S ; i > /. (e=1) _ Zie (e=1) o
ajj a%,na@ sii>letj>{ b; al(éil) b; sii > /.
ce qui n’est bien sur possible que si a%_l) # 0 (nous verrons plus loin comment traiter le cas
dégénéré a%il) = 0). En d’autres termes, on laisse inchangéees les ¢ premieres lignes de A(‘~1)

et b= et les £ — 1 premieres colonnes de A(*~1) . Remarquons qu’a l’étape /, la matrice A(*) =
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(ﬂg)hgi,jgn satisfait donc la condition
a) =0, j<ij<t

et donc finalement A("~1) est triangulaire supérieure.

Autre facon de réécrire 1’algorithme : Pour AD on peut réécrire ’algorithme de la fagon suivante :

(0-1) .
AU ] sii <1 bi sti<t
AV] = e b = al{ !
AU =25 ACDIE] sinon. Z b =B i 0,
a[[ 1 a — 1
124

On retrouve ainsi le pivot de Gauss "classique". Dans tout ce qui suit on notera, on notera A; ) =
(t-1)

Zie
1"

Tpe

En posant u;; = An=1) li,jlpourl1 <i<j<mneth = p(n=1) [i], nous avons transformé le systéeme

linéaire (1.4) en (1.5), et la solution y du premier coincide avec celle du second. Le fait que A soit
inversible assure que u,, # 0. L'avantage est que le systéeme (1.5) est simple a résoudre. Il suffit de

poser successivement en partant de i = n

b 1 L
xp=—, xi=—[b— Zuijxj pour1 <i<n-—1. (R)
Unn Ui j=i+1
Exemple : On considére Ax = b avec
350
A=16 7 1], et b= |1
32 3
On obtient donc
3 5 0\ « 1L 0\ « L
AV =10 -3 1| «1,-2L, vV = 11| «1,-21,
0 -3 3 —I3—1, 3 — L3;—1,
3 5 0\ « 1L 0\ <L
A =0 -3 1| « L, b =11] L
0O 0 4 <~ L;— L, 2 — Lz— 1L,
On cherche donc a résoudre
3 5 0 X1 0 3x1+5x, =0 x1=0
0 -3 1 x| =11] & —3x,+x3 =1 & X =0

0 0 2/ \x3 2 2%z =2 X3 =1
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On peut vérifier que I'on a bien

350 0 0
6 7 1 0 =11
3 2 3 1 3

1.3.2 Méthode avec pivot

La méthode précédente ne fonctionnait que si a chaque étape 1 < ¢ < n —1, nous avions a%il) # 0.
Dans le cas ot1 cette condition n’est pas satisfaite pour 1 < ¢ < n — 1, il suffit de permuter la /-ieme

ligne de A~V avec une ligne iy >  telle aff[l) # 0 puis d’appliquer I'opération (L) a la nouvelle
matrice. Cela donne 1'opération suivante :
l(f_l) sii</louj</, bi(g_l) sii< ¥,
(6-1) . . (-1) L
a(f)— a;,; sii=Vletj>/ b(g)— bié sii=1¥
ij o= 2D Lo (0-1) !
(1) Yoliye (e-1) .. . -1 oyl -1y ..
o)~ ) iy sii > letj> /L. ba(i) =y ba(i) sii> /.
\ azﬂ \ il
(L))

ol o est la transposition échangeant ¢ et iy, c’est a dire
o(l) =igo(ip) =Leto(i) =1i,i & {{,is}.

Le choix de 'entier iy apparait a premiere vue arbitraire. Pour des raisons de stabilité de la méthode
de Gauss, il est recommandé de choisir i, tel que ]al(fé_l) | soit le plus grand possible. En effet, il faut

(£=1)

ensuite diviser par a; , - dans I'étape L), etun \afj[l) | faible entraine de plus grande valeurs dans

la procédure. Un choix optimal de iy est donc

(=1, (1.6)

ip = argmax,_;., a,,
En fait, la méthode avec pivot est utile méme quand la méthode sans pivot fonctionnait pour ces
raisons de stabilité de ’algorithme.

Autre fagon d’écrire I’algorithme : La aussi, on peut réécrire I’algorithme de la fagon suivante

A sii </
P .
AO[] = AY [,Ze'] , Sl.l,_ ‘ .
ACD ] = A AV i, ) sid> Leti # iy
AV = A A D iy, ] sii= g
avec
2D
A, — (i)l
il — (¢-1)

Aip
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Exemple : On considére Ax = b avec

2 1 -1 2
A=1-2 -1 0 et b=| -1
4 3 -1 0
On a alors
2 1 -1\ « L, 2\ « I,
AV =1(0 0 1| « L+ =1 «L+1L
01 1) «I3-2I 4] 1520,
2 1 -1\ « I 2 +— Ly
AP =0 1 1| «Ls V2 = —4| « 1,
00 -1/ « 1L, 1 +— Ly
On résout alors
21 -1 X1 2 2x1+xp —x3 =2 x1 =2
01 1 xn|=|-4|<« Xo+x3 =—-4 & X, = —3
0 0 -1 X3 1 —X3 = 1 X3 = -1
On vérifie bien que I'on a
2 1 -1 2 2
-2 -1 0 3| =1-1
4 3 -1 —1 0

1.3.3 Coiit de la méthode de Gauss

Chaque étape L), nécessite O((n — ¢)?) opérations, et donc la transformations en un systéme tri-
angulaire nécéssite O(n®) opérations. L'opération finale (R) nécessite elle O(n?) opération. La mé-
thode de Gauss résout donc le systéme Ay = b en O(n?) opérations. Cette vitesse est bien stir plus
grande dans le cas o1 la matrice A a de nombreuses entrées nulle : c’est par exemple le cas quand
A est tridiagonale (ce qui n’est pas si rare!), auquel cas la résolution du systeme Ay = b est en
O(n?) opérations.

Une étude plus poussée de la complexité permettrait de montrer que la méthode de Gauss est

asymptotiquement réalisée en %n3 opérations.

1.4 Décomposition LU

Nous avons vu que la méthode de Gauss était une méthode relativement rapide pour résoudre
(1.1). 11 arrive souvent qu’on n’ait pas un seul systeme linéaire mais de nombreux systémes li-

néaires a résoudre, tous de la forme Ay') = b)) pour une suite (b(i)>1<.< de données et une
<i<m
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suite (y(i)> d’inconnues et avec la méme matrice A. C’est typiquement le cas lorsque 1’on cherche

ainverser A, i.e dans ce cas on prend bl) = ¢; ott e; est le i-eme élément de la base canonique. Il est
donc souhaitable d’automatiser la méthode de Gauss de maniere a ne pas avoir a refaire a chaque
fois la mise sous forme triangulaire du systéme. Cette automatisation est précisément le role de la

décomposition LU de la matrice A.

1.4.1 Théoréeme de décomposition et conséquences

Nous énongons dans un premier temps le théoreme de décomposition LU et son application prin-
cipale. La preuve de cette décomposition est donnée dans la section suivante.

On rappelle qu'une matrice A = (a;j)1<;j<x est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) si
ajj = 0 quand i > j (resp. i < j). Remarquez que le produit de deux matrices triangulaires infé-
rieures (resp. supérieures) est encore triangulaire inférieure (resp. supérieure), et la diagonale du
produit est simplement le produit des diagonales. Une matrice triangulaire est donc inversible si
et seulement si sa diagonale ne s’annule jamais. La matrice est dite unitriangulaire (inférieure ou
supérieure) si elle est triangulaire (inférieure ou supérieure) et a tous ses coefficients diagonaux
égauxa l.

Une matrice P = (Pz’j)lgi,jgn de taille n est une matrice de permutation si il existe une permutation
o de {1,...,n} telle que pij = (5/-0(1-). On note alors P, la matrice de permutation associée a la

permutation ¢.

La décomposition LU permet d’écrire une matrice A inversible comme le produit d"une matrice U
triangulaire supérieure et d'une matrice L triangulaire inférieure. Comme nous allons le voir, cette

décomposition est toujours possible a une permutation pres des lignes de A.

Théoréme 1.4.1 (Décomposition PA = LU). Soit A une matrice inversible de taille n > 1. Il existe
une matrice de permutation P, une matrice triangulaire supérieure inversible U et une matrice triangulaire
inférieure L avec des 1 sur la diagonale telles que

PA = LU.

Plus que le résultat du théoréme, c’est sa preuve, que nous verrons en section suivante, qui pré-
sente un intérét pratique important : elle fournit en effet un moyen explicite de construire les
matrices P, L et U. Pour le moment, nous pouvons juste retenir que la décomposition LU est une
maniere de décrire la méthode de Gauss. La matrice U est exactement la matrice U obtenue par la
méthode de Gauss en section précédente, la matrice P enregistre les choix successifs des iy pour
1 < ¢ < n—1etlamatrice L garde en mémoire les opérations successives sur les lignes que nous
avons faites pour transformer A en U.

Une autre version équivalente du théoréme, moins répandue mais légerement plus facile a démon-
trer, énonce qu’on peut toujours décomposer une matrice inversible A comme AP = LU, avec P

matrice de permutation, L triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et U triangulaire su-
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périeure. Dans ce dernier cas, la multiplication par P correspond a une permutation des colonnes
de A et non des lignes.

Remarquez qu’il n'y a en général pas unicité. Cette non unicité se traduit essentiellement dans le
choix de P. En effet, on peut prouver que pour chaque choix de P, il existe au plus un couple (L, U)
de matrices unitriangulaire inférieure/triangulaire supérieure tel que PA = LU. D'un point de vue
algorithmique, il y a un choix de P optimal qui assure que Cond(L) et Cond(U) ne soient pas trop

grand.

Avant de le prouver, mentionnons pourquoi une telle décomposition nous est utile. Rappelons
nous que l’objectif est de résoudre le systéme

Ax = b,

avec b € K". Supposons que nous ayons trouvé L, U respectivement triangulaire inférieure et

supérieure et P matrice de permutation telles que PA = LU. Il faut donc résoudre le systéme
LUx = PAx = Pb.

Nous allons successivement résoudre 1'équation Ly = Pb (algorithme de descente) puis Ux = y

(algorithme de remontée). Remarquons que nous aurons alors
Ax=P 'LUx=P 'Ly =P 'Pb =1,

ce qui résoudra notre probleme. Soit ¢ la permutation telle que P = P,. Nous avons alors pour
1<i<n
n
(Pb)i = ) _ Si(iybj = bo(s)-
j=1

Plus précisément, une fois la décomposition PA = LU obtenue, on peut retrouver la solution x a

l'aide des deux étapes suivantes :

Algorithme de descente : Comme L = (l;j)1<jj<n est triangulaire inférieure (avec des 1 sur la

diagonale), le systéeme Ly = b est équivalent a

v = by
bayi + v2 = by
lﬂlyl + ..+ ln(n—l)ynfl + Yn = ba(n)
I1 peut étre résolu par récurrence en posant x; = by puis x; = b; — Z};ll liri. Cette solution est

obtenue en O(n?) opérations.
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Algorithme de remontée : De méme, I'équation Ux = y est équivalente au systéeme

upxy + ... + ul(n_l)xn,l + UinXy = 1
Un-1)(n-1)Xn-1 T Um-1)nXn = Yn-1
UpnXn = VUn

avec u;; 7 0 pour 1 < i < n (car U est inversible). Ce systeme est également facilement résoluble :
il suffit de poset x, = v, /uu, puis par récurrence x; = u%k(yk — Vit ug;x;). Cette solution est

également obtenue en O(n?) opérations.

Une fois la décomposition LU d’une matrice A donnée, la résolution de I’'équation Ax = b se fait
donc en O(n?) opérations.

1.4.2 Preuve de la décomposition A = LU

On va d’abord s’intéresser a la preuve dans le cas "simple" ou P = I, i.e dans le casou A = LU.
Afin de faciliter les preuves, on va commencer par définir les vecteurs et la matrice de Gauss dans

le cas sans pivot.

Definition 1.4.1 (Vecteurs et matrice de Gauss). On rappelle que la (-ieme étape de la méthode de Gauss
(sans pivot) peut s’écrire

AU sii</
A(Z) " — 4 - 17
i { ACD]] = A ACD] sii > A7)

(¢=1)
a; PO
avec Ajy = ~i—. Le vecteur de Gauss est défini par
Ayp

T = ’

et "enregistre” donc toutes les transformation appliquées a A au temps £. En notant {ey, ..., e,} la base
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canonique de K", la matrice de Gauss associée est définie par

1 0
0o . 0
1
Mg:In—Tgezz ]
rAVAS WA 0
: -0
AN,y 0 L1

La proposition suivante est cruciale pour reconstruire la matrice triangulaire inférieure L.

Proposition 1.4.1. 1. La matrice M, est inversible et
1 0
0o . 0
-1 T 1
At 0
E 0
Ay 0 1
2. Soient M = M,,_1M,,_»...MyetL=11Ly,...L,_q,onalLM = I, et
1
A2,1 0
n—1 . 1
L=IL+) we=|
=1 : : Ag+1,g . 0
E 0
An 1 An,é An,ﬁ-ﬁ-l 1

Démonstration. On vérifie facilement que e/ 7, = 0, et donc
LMy = (In + TgeD (In — Tgez) =1I,— TgeZTgegT =L,—7 (eeTTg) eZ = I,.
On vérifie de la méme facon que (I, — wel) (I, + e} ) = I,. On a donc

Lyq...LpLiMiMy..My_1=L,_1...LoMy...M,_1 =L,_1M,_1 = 1,.
S~ S~
=I, =1,
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De plus, pour tout ¢ < ¢/, on a €zTg/ = (. Par induction, on obtient donc

L= (In + T1e1T> . (In + Tn,ze,f,2> (In + Tn_le,f_l)

T
:In+7n72e,]1-,2+'fnfleg_1 +Tu—2 en—ZTl’l—l 65_1

=0

- (In + Tle{> e (In + Tn_38,§_3) (In + Tn_ze,{_Q + Tn,16571>

T T
Iy +T71—335_3+Tn—25,7;_2+7n—1€£,1 +Tu—3€6,_3Tn—2 35_2“’771—3 €, _3Th—1 6271

0 =0

= (In + TlelT> ... (In + Tn,4e,f_4> (In + Tn_ge,{,g, + Tn_geg,z + Tn,lez_l)

=1I,+ TlelT +...+ Tn_le,ffl.

Afin de finir la preuve de la décomposition A = LU, il suffit maintenant de vérifier que I'on a
U= M, 1...MiA,ieque pour tout £,ona A) = M;A~1, Pour cela, par définition du produit
matriciel, on vérifie facilement que M;A(‘~1) est la matrice dont la i-eme ligne est donnée par
<Mg[i, JAED], ., M[i, JAED, n]) Comme les ¢ premiere lignes de M, correspondent aux ¢
premiéres lignes de la matrices identité, il est évident que 1’'on a pour touti < /¢

(Mli, ] AL, M)A ) = (ACD(), L A n]) = AV
i.e My laisse les ¢ premieres lignes inchangées. Pour touti > ¢, on a
(Mfi AV, Ml JAC )
- (—AMA“*” 16,1 + A1, ..., —A AV [ ] + AV, n]>
= (A<H> [i,1],..., AUV, n]) — Ay (A“H) [0,1],..., A= [z,n])

= AU — A AV

D’aprés I'équation (1.7), faire My A~V correspond donc bien 4 faire la £-eme étape de l’algorithme
de Gauss (sans pivot).

Exemple : On considére Ax = b avec

hS
I

w o W

N N G

W = o
)
@
S8
I
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On obtient donc

3 5 0\ « 1L 100
AV =10 -3 1| «1,-2I, Li=[21 0| «a=2
0 -3 3 — Lz — 14 1 01 (—A3/1:1
5 0\ «+ L 1 00
U=AP =0 -3 1| « 1L, L=Lil,=|2 10
0 0 2 —IL3—L, 1 11 <—A3,2:1
On vérifie bien que l'on a
100 5 3 5
LU=121 0 -3 1] =1]16 71
1 11 0o 2 3 2 3
Onrésoutdonc Ly = b,i.eona
n =0 v =0
2yi+y =1 &9 2 =1
nt+y2tys =3 ys =
Et on résout maintenant Ux = y, i.e
3 5 0 X1 0 3x1+5x, =0 x1=0
0 -3 1 x| =11] & —3Bx+x3 =1 & X =0
0 0 2 X3 2 2X3 =2 X3:1

1.4.3 Preuve de la décomposition PA = LU

Avant de donner la preuve de la décomposition PA = LU, on va d’abord donner des exemples
simples de l'utilité de cette décomposition par rappor a la décomposition A = LU. Le premier
exemple simple est celui donné lors de l'introduction de la méthode de Gauss avec pivot : on peut
rencontrer des cas ott AU~V [/, /] = 0 et comme on ne peut pas diviser par 0, la méthode sans pivot
ne peut plus marche. Une autre utilité de la décomposition PA = LU est pour des questions de

stabilités. Prenons I'exemple suivant ! considérons

A 0.0001 1) 1 0\ (0.0001 1
B 1 0/ \10000 1 0 10000/

=L =U

1. Cette exemple est tiré du cours de B. Gatizere, Gilles Gasso et Stéphane Canu.
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Ces énormes différences d’échelles peuvent entrainer de nombreuses complications numériques.
En effet, dans ce cas, on a Cond(U) = cond(A) = 10% et Ainsi, pour résoudre ces problémes, on
peut considérer la méthode avec pivot, en prenant a chaque itération la plus haute valeurs comme

0 1) (00001 1\ [ 1 0\(1 1
10 10/ \00001 1/\0 0999
~—

pivot. On aurait alors

N
=P =A =L =U

eton regle ainsi es problemes de différences d’échelle. En effet, ona Cond(L) = 1.0001 et Cond(U) =~
2.61.

On va maintenant définir plus précisément les matrices de permutation, qui seront particuliere-

ment utiles pour la décomposition PA = LU.

Definition 1.4.2. Une matrice de permutation 2 a 2 est définie par

A titre d’exemple, on a

Py =

S O O -
_ o O O
O = O O

S = O

0

est la matrice identité o1 I'on a permuté les 2-eme et 4-eme lignes (ou colonnes). A noter que les

matrices de permutation vérifient les propriétés suivantes :

— Pour toute matrice A, P;;A est la matrice A ot 'on a permuté¢ les i-eme et j-eme lignes.
— Pour toute matrice A, AP;; est la matrice A ot I'on a permuté les i-éme et j-éme colonnes.
— La patrice P;; vérifie :

_ pl _ p-1

De la méle facon que pour la décomposition A = LU, on peut alors remarquer que la /-éme
opération dans la méthode de Gauss avec pivot peut s’écrire

AW = pM,pH A
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ott P() est la permutation utilisée pour le pivot, et M est la matrice de Gauss définie par

1 0
0 . 0
1
M@ =1, — TgEZT =
AYARY 0
: 0
—Ayr 0 1
avec, si p) = P,
(£-1)
A, A (ive
il — (0—1)
i

On a ainsi
U= M, 1P" V. MPADMPVA,

L’objectif est maintenant de réussir a réécrire cela sous la forme U = L~ !PA. Pour cela, on re-

marque que

U= M, 1P VM, P2 mMPYA
= M,_1 P VUM, _,p0r=1) plr=1)p(n=2)pr . p(=3) 1, P A

:3M1172
= M, 1M, _, P=Vpn=2)p1 pn=2)p(n-1) pn=1)p(n=-2)pn=3)pg ,  ppMYA

::Mﬂ—3

= MPA
avec P = p(n—1) ...P(l), M= Mn_an,z ... ]\711, ou

M, =p=D  plDpg,pltl) - pi=1),

De la méme fagon que pour la décomposition A = LU, on peut facilement montrer que

1 0
0o . 0
1
M&; =Ly=1,+71e =
VAR 0
: 0
Ape 0 1
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La proposition suivante nous donne une autre écriture de M*) ainsi que de son inverse.

Proposition 1.4.2. Ona

My = I, — =1 plHlg,el et M;'=:L, =1, + PV pltlgel
Preuve de la Proposition 1.4.2. On a

Ny = PO=1) L pU L pUF) | pli=t) — pli=t) | p(Eed) (el ) pUFD) . plr—t),

Comme P PW) = [, il vient

pr=1)  pl+p pi+l)  pn=1) _ pn=1) = p(+2)p(t+2)  pr-2) —

On a vu que la multiplication a droite par les matrices de permutation revient a faire des permu-
tations sur les colonnes. Or pour tout £ > /, la permutation P(*) ne peut intervenir que sur des
lignes strictement plus grandes que ¢, et donc la multiplication a droite par P() ne fait interve-
nir que des permutation sur les colonnes strictement plus grande que ¢. Or, ces colonnes, pour la

matrice Tgeg, sont toutes nulles. Ainsi, on a
Tgegp(“_l) N P(n_l) = ’ngET

et on obtient donc le résultat pour M. De plus, comme P(*~1)  P(“+1) 1, ne consiste qu’en des
permutations des composantes de T, on peut montrer que M, = L, de la méme fagon que pour la
décomposition A = LU, i.eona
Myl =1, — P=1  plg,el pii=1) - plt+l)g,el
= I, = PO P (e P D) ]
= I, — PV pUH el el
=1, — P~ pltHlg, (e?q) el

——
=0

L]
De la méme facon, on a M;}l =L, 1oul, 1 =1+ Tn—lez_l‘ Ainsi, de maniere analogue a la

décomposition A = LU, on a

n—2
L=M"'=01i...LioLii =1L+ Y P" V. P Dgel 47, el .
/=1

Pour résumer: L'obtention de la matrice U consiste en la matrice que 1’on obtient avec la décompo-
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sition de Gauss avec pivot. La matrice P = P(*~1) ... P(1) est le produit de toute les permutations
effectuées pour obtenir U. La seule "difficulté" est la construction de L, que 1’on peut faire de la

maniere itérative suivante : partir de la matrice identité, et a I'itération ¢

1. Pour les £ — 1 premiéres colonnes, appliquer la permutation P(*),

2. Remplir la /-eme colonne avec les coefficients T; 4.
Résolution de Ax = b: Ona LUx = PAx = Pb, et on cherche donc a résoudre Ly = Pb avant de
résoudre Ux = y.

Exemple 1 : On cherche a résoudre Ax = b avec

2 1 -1 2
A=11-2 -1 0 et b=1-1
4 3 0 0

On fait d’abord la décomposition PA = LU. Afin de prendre les bons réflexes pour la suite, on fera

les permutations nécessaires pour avoir le plus grand coefficient a chaque fois.

4 3 0\ Ly=1L 1 00 001
AV =10 1/2 0| Ly=Li+1/2Ly LW =[-1/2 1 0| Ajy=-1/2 PY=]01 0
0 —1/2 -1} Ly=L;—1/2Ls 1/2 0 1) As;=1/2 100
4 3 0 1 0 0
Uu=A%=10 1/2 o0 L=L®=1-1/2 1 0 P? =15
0 0 -1 Ly=L;+ L, 1/2 -1 1 Nzp = —1

Ainsi, on obtient la décomposition PA = LU avec

4 3 0 1 0 0 0 01
=10 1/2 0 L=1|-1/2 1 0 P=1010
0o 0 -1 1/2 -1 1 100
On vérifie que 'on a
4 3 0 1 0 0\ /4 3 0 4 3 0
PA=|-2 -1 0 |=LU=|-1/2 1 O 0 1/2 0 |=|-2 -1 O
2 1 -1 1/2 -1 1/ \0 0 -1 2 1 -1

On va donc d’abord résoudre Ly = Pb avec Pb = (0, —1,2)T. On a donc

v1i =0 v =0
—1/2]/1 +y = -1 & Yo = —1
1/2y1 —y2+ys =2 y3 =1
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On résout maintenant Ux = y, ce qui nous donne

4x14+3x, =0 x; =3/2 3/2
1/2x0 =—-1 &< xp =-2 x=| -2
—X3 = 1 X3 = -1 —1

On vérifie bien que l'on a

2 1 -1 3/2 2
-2 -1 0 -2 |=1-1
4 3 0 -1 0

Exemple 2 : On considére la matrice

3 17 10
A=|2 4 =2
6 18 —12
Ona
6 18 —12\ Ly =Ls 1 00 00 1
AV =10 —2 2 | Ly=L,—-1/3Ls LW=1[1/3 1 0| Apy=1/3 PU =0 1 0
0 8 16/ Ly=1L;—1/2L3 1/2 0 1) A1 =1/2 100
18 —12 1 0 0 1
A =10 8 16 | Ly=1I; LP=1{12 1 o0 P@ = |o
0 0 6 ) Ly=Lr+1/4Ls 1/3 —1/4 1) Ag1=—1/4 0

On remarquera que 1’on a permuté les 2émes et 3émes composantes de la premiere colonne de A(!)

pour mettre a jour A Onadoncla décomposition PA = LU avec U = A? L =12 et

p=p@pl =

o = O

0
0
1

o O =

On vérifie que I'on a bien

6 18 —-12 1 0 0 6 18 —-12
PA=13 17 10 | =LU=]1/2 1 0 0 8 16
2 4 =2 1/3 -1/4 1 0 0 6

_ O O

S = O
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Chapitre 2

Méthodes itératives

Nous avons vu qu’'un moyen efficace de résoudre I'équation Ax = b était de décomposer la matrice
A comme PA = LU (ou AP = LU, ou PAQ = LU suivant les autres versions possibles), puis de
résoudre successivement Ly = b, Ux = y. La décomposition de A se fait en O(n®) opérations,
puis la résolution de l’équation se fait ensuite en O(n?) opérations. On peut donc résoudre le
systtme Ax = b en O(n?) opérations. Ceci est bien stir beaucoup mieux que les O(n?n!) opérations
nécessaires au calcul naif de I'inverse de A a l’aide du déterminant.

Toutefois, quand le systéeme est tres grand, méme la décomposition LU devient trop cotiteuse. Par
exemple, un écran 8K contient 33.10° pixels ce qui donne des représentations d’images dans un
espace de dimension n = 33.10°. Dans ce cas n®> =~ 3,5.10?, ce qui reste un cot algorithmique
important pour un ordinateur actuel. Des méthodes alternatives dites itératives existent pour dimi-
nuer ce cotit en renongant a calculer de maniere exacte la solution x. D’un point de vue pratique, ce
dernier point n’est pas handicapant si l’erreur finale reste négligeable par rapport a l'erreur intrin-
seque de représentation des données (donnée par exemple par la précision de la virgule flottante
dans un ordinateur).

Nous ne démontrerons aucun résultat précis sur la comparaison de complexité entre la méthode

LU et les méthodes itératives, mais il faut retenir que les méthodes itératives sont utiles quand :

1. La dimension n du systeme est tres grande : il faut que n soit assez grand pour qu'un
nombre O(n®) d’opérations soit trop cotiteux,

2. Quand la matrice A n’a beaucoup de zéros. Inversement, si la matrice A est une matrice par
bande (par exemple), ce qui signifie que a;; = 0si |[i — j| > I pour un certain entier /, alors
les matrices L et U de la décomposition LU satisfont aussi cette propriété. La décomposition

PA = LU nécessite alors seulement O(In?) opérations.

3. On est seulement intéressé par la résolution de I'équation Ax = b pour peu de vecteurs b.
Inversement, si on veut résoudre cette équation de maniere systématique pour de nombreux
vecteurs, il est plus efficace de faire la décomposition PA = LU de la matrice A et de stocker

les matrices P, L, U pour résoudre I'ensemble des systemes linéaires.
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2.1 Types de méthodes itératives et résultats généraux

Il existe principalement deux méthodes itératives, dites de type I et II (qui est en fait une variante
de la méthode de type I). Dans toute cette section, 1’objectif est de résoudre Ax = b avec A €
GL,(K) etb € K",

Méthode itérative de Type |

Le principe est de déterminer une suite (x;) € K" définie itérativement par xy € K" puis pour
toutk > 0,
Xk+1 = Bxg +¢, (2.1)

avec B € M, (K) et ¢ € K" indépendants de k > 0.

Definition 2.1.1. La méthode itérative est dite
e consistante si I'équation x = Bx + ¢ a une unique solution égale @ A~'b,
e convergente si pour tout xo € K", la suite (xy)x>1 définie par (2.1) converge.

Proposition 2.1.1. La méthode est consistante si c = (I, — B) A~1b. Si elle est consistante et convergente,
toute suite (xi)r>o définie par (2.1) converge vers A~1b.

Autrement dit, pour une méthode consistante, ¢ est uniquement déterminée par A, B et b.

Démonstration. Si la méthode est consistante, 1'unique solution de x = Bx + ¢ est A~1p. On en
déduit donc que
A'b=BA b+,

soit
¢c= (I, -B)A™'b.

Supposons que la méthode soit convergente et consistante. Alors pour tout xg, la suite (xx)x>0
converge vers une limite £(xp). Par passage a la limite dans (2.1), on a

£(x0) = B(xp) + c.
La limite ¢(x() est donc un point fixe de (2.1), et par consistance on a

{(xg) = A7 1h.

Méthode itérative de type II

La méthode itérative de type I est en réalité irréaliste. En effet, pour qu’elle soit intéressante il faut

au moins qu’elle soit consistante, et pour cela il faudrait choisir ¢ = (I, — B) A~'b. Le probleme est
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que l'on ne veut pas inverser A! Une solution alternative, dite méthode itérative de type 11, est de
définir l'itération par xo € K" puis

Mxy, 1 = Nxp+ b, (2.2)
ot M,N € M,(K) sont choisies telles que M soit facile & inverser : pour calculer xj, 1, il faut en

effet alors poser
Xes1 = MTINx + M 'b. (2.3)

On voit ainsi qu'une méthode de type II est une méthode de type I particuliere : la matrice M~'N
est alors appelée la matrice d’itération. En particulier, les notions de consistance et convergence
s’étendent au type II. L'avantage est que la méthode est maintenant explicite, i.e on n’a pas a

calculer I'inverse de A pour I'implémenter.
Proposition 2.1.2. La méthode itérative (2.2) est consistante si N = M — A.

Démonstration. Par (2.3), la méthode itérative (2.2) est une méthode itérative de type I avec B =
M~IN et c = M~'b. Pour qu’elle soit consistante, il faut donc que

M b= (I, - M IN)A™ b,

c’est a dire
b= (M—-N)A"'b.

Ceci implique que si N = M — A, alors M — N = A et la consistance est vérifiée. On a donc
proposé ici une méthode beaucoup plus réaliste. O

Méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel

Nous allons voir ici deux exemples importants de méthodes itératives de type II, les méthodes de
Jacobi et Gauss-Seidel. Les deux méthodes reposent sur la décomposition A = D — E — F, ou D
est une matrice diagonale, E une matrice triangulaire inférieure et F est une matrice triangulaire

supérieure. De maniere formelle, nous avons

D= (uii(sij)lgi,jgn' E= (_”i15i>f)1gi,j§n etk = (_“i15i<j)1gi,jgn'

2 -2 1
Par exemple, si A = 1 3 —1],nousavons
-1/2 2 -3
2 0 0 0 0 O 0 2 -1
D=]l03 0]|,E=|-1 0 O0f|,F=]0 0 1
0 0 -3 1/2 =2 0 00 O
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Attention! Les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel décrites ci-dessous ne sont définies que lorsque
a;; 7 0 pour tout 1 <i < n. Nous supposerons donc que la matrice A satisfait cette propriété dans
le reste de la sous-section.

La méthode de Jacobi

La méthode de Jacobi est la méthode de type II consistant & prendre M = D et N = E+ F. La

matrice d’itération correspondante est donc
M IN=D"YE+F).
Cette méthode est bien consistante par la propriété 2.1.2, puisque
M—-N=D-(E+F)=A.

L'avantage de la méthode de Jacobi est que la matrice M~! est trés rapide a calculer, puisqu’elle ne
nécessite que O(n) opérations (inversion d’une matrice diagonale). En revanche, la convergence
de cette méthode n’est souvent garantie que dans certains cas tres spécifiques, ce qui empéche de
l"utiliser de maniere généralisée.

La méthode de Gauss-Seidel

La méthode de Gauss-Seidel est la méthode de type II consistant a prendre M = D —Eet N = F.
La matrice d’itération correspondante a alors deux expressions pratiques données par

M IN=(D—-E)"'F=1,—(D—-E) !4,

ot on a utilisé le fait que F = D — E — A dans la derniére égalité. Comme la méthode de Jacobi, la
méthode de Gauss-Seidel est consistante en appliquant la Propriété 2.1.2 car

M—-N=D-E-F=A.

Comme M est triangulaire inférieure, nous avons vu dans le chapitre précédente que résoudre
I'équation Mxy; = Nx; + b est explicite et ne nécessite que O(n?) opérations. Sous de bonnes
conditions, la méthode de Gauss-Seidel est donc plus rapide que la décomposition LU. De plus,
la convergence de la méthode de Gauss-Seidel est plus souvent garantie que celle de la méthode

Jacobi, et cette convergence a lieu plus rapidement.

2.2 Convergence des méthodes itératives

Nous allons voir dans cette section des criteres de convergence et d’arrét pour les méthodes de

type I. Comme les méthodes de type Il sont des méthodes de type I particulieres, tous les résultats
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de la section s’appliquent également aux méthodes itératives de type IL

2.2.1 Convergence théorique d'une méthode de type I

Nous nous intéressons donc ici a la convergence de la suite définie par

xo € K"
Xpp1 = Bxg+¢, k>0

ou B € M, (K) et c € K". Afin de donner des résultats de convergence pour les méthodes de type
I, on va d’abord donner une écriture directe de x; (et non une écriture récursive). Cette écriture est

donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.2.1. Soit (x)i>1 une suite itérative définie par (2.1). Alors pour tout k > 1,
k=1
xp=Bx+ | Y. B |c
i=0

Démonstration. Cette propriété se démontre par récurrence sur n > 0. Le cas k = 1 est donné par

la définition de (xx)x>1. Supposons k > 1 et le résultat vrai pour k — 1. On a alors

k=2
X1 = B Txo + (Z B1> .

i=0

On en déduit par (2.1) que

i=0

k=2
Xy =Bxy_1+c=B8B [Bk_lxo + (Z Bl> c

O]

Grace a la Proposition 2.2.1, nous remarquons qu'un role particulier est joué par les matrices

Zé{:o B! pour k > 1. La proposition suivante donne leur convergence (sous certaines hypothéses).

Proposition 2.2.2. Soit || - || une norme multiplicative sur M, (K) et B € M, (K) telle que ||B|| < 1.
Alors Yy B est bien définie et

K 1
L || o Bl < 77/

2. YysoB¥ = (I, —B)"L.
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Démonstration. Supposons que B € M, (K) soit telle que ||B|| < 1. Alors, comme || - || est multipli-
cative, pour toutk > 1ona
k k
IB¥[| < [1BJ".

Utilisant le fait que || B|| < 1, on en déduit que

1B < ¥ Bt < too.
L L TR

k>0 k>0

On en déduit que la suite ) ;¢ BF est absolument convergente et donc convergente dans 1’espace
complet (M, (K), || - ||), et

Bk

k>0

< L1l <

k>0

Pour montrer que (I, — B) Y0 Bk = I,,, notons tout d’abord que pour K > 1,
K+1

K K
(I,—B) Y B*=Y B*- Y B=1,— B
k=0 k=0 k=1

En passant a la limite a gauche et a droite de la derniere égalité quand K tend vers l'infini, et en
utilisant que BX K2, 0, on obtient

(I, —B) }_ BF =1,

k>0
O

Par la Proposition 2.2.2, nous pouvons déduire une condition suffisante de convergence pour une

méthode itérative de type L.

Corollaire 2.2.1. Une méthode de type I définie par B € M, (K),c € K" est convergente si il existe une

norme opérateur || - || sur M, (IK) qui vérifie | B|| < 1.

Démonstration. Si ||B|| < 1 pour une norme opérateur || - ||, par la Proposition 2.2.2, la série }_;~, B
est convergente dans M, (KK). La suite Zf:_(} Bic converge donc vers Y ;- B'c quand k tend vers
l'infini. D’autre part, comme pour k > 1 on ||B¥|| < ||B||¥, on a

k—o00

k
1B xo]| < [IBI[*][xol| == 0.

Alaide des Propositions 2.2.1 et 2.2.2, on a

k=1
= Bfxo + ) Bec— koo, ZBlc— (I, —B)™!
i=0
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Le probleme du critére précédent pour garantir la convergence de la méthode est qu’il dépend du
choix d’une norme opérateur particuliere qui vérifie |B|| < 1, ce qui n’est pas forcément évident
a trouver suivant le contexte (il se peut trés bien que ||B|l, < 1 et ||B||, > 1 pour deux normes
opérateurs || - ||, et || - ||5). Nous allons donc énoncer une condition nécessaire et suffisante pour
garantir la convergence de la méthode.

Definition 2.2.1. Le rayon spectral p(A) d’'une matrice A € M,,(K) est définie comme
p(A) = max{|A|, valeur propre complexe de A}.

Le rayon spectral d"une matrice est fortement lié aux normes opérateurs de la matrice. La relation
la plus forte, donnée par le 3. de la propriété suivante, sera admise dans ce cours (cf le TD 3 dans
le cas d’une matrice diagonalisable).

Proposition 2.2.3. 1. Si A = A*, nous avons en particulier p(A) = || Al|2.

2. Soit || - || une norme sur K" et || - || sa norme associée sur M, (K). Alors
p(A) < [IA].

3. [Admis]
p(A) = inf(||A||, || - || norme opérateur sur M, (K)}).

Démonstration. 1. Nous avons vu que
|All2 = max(|A|'/2, A valeur propre de A*A).
Si A est hermitienne, alors A* = A, et donc

max(|A|'/2, A valeur propre de A*A) = max(|A|'/2, A valeur propre de A?)
— max(|A2|'/2, A valeur propre de A)

=max(|A[|, A valeur propre de A)
=p(A).

2. Soit Ay € K tel que [Ag| = p(A) et ¥ un vecteur propre associé pour A. Nous avons alors

pour toute norme || - || sur K”,
lAZ]] _ [[Ao]]
T = e = Al = pe(A).
1=l 1l
On en déduit que pour toute norme opérateur sur A associée a une norme || - ||,
[Ax]  [[Ax]]
|All = sup 2 = p(A).

x€K", x#£0 HXH o HJEH
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O]

En combinant la propriété précédente avec le Corollaire 2.2.1, nous obtenons un nouveau critere
de convergence pour les méthodes itératives. Il se trouve que ce critere est nécessaire et suffisant,
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.2.4. Une méthode consistante est convergente si et seulement si
p(B) = sup{|A|, valeur propre complexe de B} < 1.

Démonstration. Supposons que p(B) < 1. Par le point (3) de la Propriété 2.2.3, il existe donc une
norme opérateur || - || telle que ||B|| < p(B) + FPT(B) < 1. Par le Corollaire 2.2.1, la méthode
converge donc.

Supposons maintenant p(B) > 1 et soit x tel que x = Bx + ¢ (qui existe car la méthode est consis-
tante). Comme p(B) > 1, il existe donc v tel que Bv = Av avec |A| > 1. Posons alors xg = v + x.

Alors la méthode itérative initiée a x( satisfait pour tout k > 1
_ _ _ pk __ 1k
Xg—x=B(xy_1—x)=---=B"(xg —x) = A'v.

Comme |A| > 1, le terme de gauche ne tend pas vers 0 quand k tend vers l'infini. La suite (xx)x>o
ne converge donc pas vers X¥. On en déduit qu’elle ne peut pas converger par le second point de la
Propriété 2.1.1. La méthode n’est donc pas convergente. ]

En combinant la correspondance entre méthode de type I et méthode de type II avec le proposi-
tion précédente et le Corollaire 2.2.1, nous obtenons les criteres de convergence suivants pour la
méthode de type IL

Corollaire 2.2.2. On a les conditions de convergence suivante pour la méthode (2.2) :
Condition nécéssaire : La méthode (2.2) est convergente si ||[M~'N|| < 1 pour une certaine norme
opérateur || - ||.
Condition nécéssaire et suffisante : La méthode (2.2) est convergente si et seulement si

o(M7IN) < 1.

2.2.2 Critéres d’arrét

Nous supposons ici que nous implémentons une méthode de type I consistante et convergente.
Comme cette méthode produit une suite (infinie) (xy)>o, il se pose la question pratique de savoir
quand arréter 1’algorithme. Rappelons que 1’objectif est de résoudre 1’équation Ax = b et que, par
consistance et convergence de la méthode, la solution est théoriquement donnée par la limite X de
la méthode itérative.
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Un critére évident, mais irréaliste, serait d’arréter 1’algorithme quand ||x; — X|| < €, o1 € est la
marge d’erreur que I’on accepte. Le probleme est qu’on ne connait pas X, ce qui empéche d’évaluer
||xx — || ! I existe alors deux critéres d’arréts alternatifs :

1. ||Axy — b|| < €:dans ce cas, nous arrétons la méthode quand le vecteur x; satisfait1’équation
"Ax = b’ a une approximation prés que nous jugeons acceptable. Attention! Suivant le
conditionnement de A, x; peut alors étre assez éloigné de X.

2. ||xx — xx—1]] < € : dans ce cas, nous arrétons la méthode quand la variation du vecteur
xi a chaque itération devient négligeable devant 1’erreur acceptable. Attention! Suivant les
propriétés de la matrice d’itération B, x peut étre tres éloigné de x et Ax; aussi éloigné de

b.
Notons que le premier critere d’arrét ne dépend pas du choix de la méthode (i.e du choix de B, c),
mais seulement de 1’équation Ax = b. En revanche, le deuxieme critere d’arrét dépend fortement

du choix de B, comme nous allons le voir ci-dessous. Pour ces deux critéres, nous pouvons en fait
relier la distance de x a ¥ apres arrét de 1’algorithme.

Proposition 2.2.5. Supposons la méthode consistante et soit X tel que AX = b. Pour toute norme || - || sur
K", en notant également || - || pour la norme associée sur M, (K),

1. Si||Axx —b|| <€, alors

lxe— | < [[A e, et W < Cond(A)Heu.
2. Si||xx — xx_1]| < €, alors
ey — % < |(I — B)"Yle, et W < Cond(l, — B)ﬁ.
Démonstration. 1. Supposons que ||Ax; — b|| < e. Alors comme AX =D,

lAGx = 2)] = | Az — b < e.
On en déduit que
= #ll = A7 [AG = )| < 17 A= #)] < 147" le
Comme ||b]| = [|A%]| < [[A]|- %], ona

i — 2l _ [1A]

- < A7 Y e = Cond(A
<A (4)

M

2. Supposons que ||x; — xx_1|| < €. Alors comme ¥ = BX +¢,

(L = B)(xk—1 — X)|| = |lxk—1 — xx +c—c| = [lxx—1 — x| < e
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On en déduit donc que

Ixe—1 =l = [[(In = B) ™"+ (I = B) (xk1 = %) | <[ (Lo = B) "' | (Ls — B) (k-1 — %) |
<|[(I, —B)"|| .

De méme, comme ||c|| = ||* — Bx|| < ||I, — B|| - ||x]|,

11, — B
el

%1 — %]

_ €
<L, =B)7-e- < Cond(I, — B)w.

O]

Remarque 2.2.1. Concernant le deuxieme critere, il faut faire attention a ce que de maniére générale, une
. . . k—o0 s

suite (xy)x>o peut satisfaire ||x11 — Xx|| —— 0 sans que (xi)r>o ne converge. C’est par exemple le cas

pour x = xg_1 + ¥. Dans le cas spécifique des méthodes itératives de ce cours, ce phénomene ne se passe

pas pour nos méthodes convergentes car p(B) < 1 (cf le point 2. de la proposition précédente).

2.3 Diagonalisation de matrice

Nous avons vu dans la section précédente qu’il était important de pouvoir connaitre la plus grande
valeur propre ou plus petite valeur propre d’une matrice : pour pouvoir par exemple connaitre la
convergence dune méthode itérative ou pour avoir une borne sur son conditionnement. Comme
pour l'inversion d’une matrice, il n’est pas envisageable d’utiliser la caractérisation des valeurs
propres comme zéros du polyndome caractéristique de la matrice : le calcul de ce polynome fait
appel au calcul d'un déterminant, calcul que nous voulons éviter pour des raisons de cofit algo-
rithmique. De plus, extraire les racines d’un polynéme est une opération qui peut s’avérer extre-
mement instable en pratique.

Nous allons donc voir une méthode itérative, appelée méthode de la puissance, qui permet de carac-

tériser la plus grande/plus petite valeur propre d"une matrice, ainsi que le vecteur propre associé.

Remarque 2.3.1. Rappelons que si A est une matrice, on dit que A a pour valeur propre A € K si il existe
un vecteur non nul x tel que
Ax = Ax.

Le vecteur x est alors appelé vecteur propre pour A associé a la valeur propre A. Pour toute valeur propre A

et vecteur propre associé x, on a
(Ax, x)

1113

Une matrice A est diagonalisable si il existe une base B de K" qui consiste en des vecteurs propres de A.

Algorithme de la puissance

L’algorithme de la puissance est défini ainsi :
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1. on fixe xg € K" (attention! contrairement aux méthodes précédentes, ce choix ne doit pas
étre complétement quelconque).
2. pour k > 0, on pose
Axk

T Al

3. Apres arrét de I'algorithme, on pose

9k = <Axk1 xk>'

Pour A € M,(K) diagonalisable, nous désignons {A;}1<;<, les valeurs propres de A ordonnées
par module décroissant. Nous avons donc

(Ml = Az = = |-

Nous désignons également {v;}1<;<, une base de K" telle que v; est un vecteur propre unitaire de
A pour A; pour tout1 <i < n.

Proposition 2.3.1. Supposons que A soit diagonalisable et que |A1| > |Az|. Si xg & Vect(v;,i > 2), alors
o 0y converge vers Ay.

T\ k
o <</A\1) xk> converge vers un vecteur propre unitaire de A associé a Ay.
k>1

Démonstration. Soit xg € K", et écrivons
n
X0 = Z Hivi,
i=1

ott {v;}1<i<y est la base de vecteurs propres de A introduite précédemmentet p; € C,1 < i < n.

Remarquons tout d’abord que

X Axk,1 AkX()
k=TT — ‘= .
[ Axi—1]]2 [Axk—1]2 - | Axk—2]l2. .. [[Axol|2
De plus, comme ||x|| = 1, on a || AFxql|2 = [|Axs_1]l2- - [|Ax0||2, et donc
X AkX()
k= Tk
[ Axxo]2

Comme xy ¢ Vect(v;,i > 2), u1 # 0, et donc

1

) e £ (i)
- o= (SL + v; 2.4
o= e = () e 1 () e o4

w
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Ainsi, comme |ja|| — ||b]] < |la+b] < ||la+ D,
(5) w—z(‘A‘) il < o 4 H_< ) W1|+Z< ) I
| A1 =\ M|
=1 —0 1 —0

Et dong, en passant a la limite,

|A1 H H k—s+o00 Il

En reprenant 1’égalité (2.4), on a
Akxg IAK] - Akxg |AK] <A1>k " ( >"
X = = = U1+ Y
F= bl ~ TRl g Akl \\adl) 2T 5 ) 4o

:E/}?ﬂt (&h)k (;11 1+Z< )kylzh) .

—1/ |y =wy

On a clairement wy qui converge vers y1v1. De plus, on a
k
M ( M )"
e e — 1,
(A|) \ A
3 k
1 M1
— | X1 —— 01,
<|7\1|> e ]

k k
)\1 /\1 _ . .,
De plus, comme <‘ " ‘> (—‘ M) = 1, et par continuité,

_ k — k
A A "
o= tam = (4 () s () ) sz f o = =
1

et il vient donc

qui est bien un vecteur unitaire.

Méthode de la puissance inverse

Si A est diagonalisable et inversible avec valeurs propres {A4,...,A,}, alors A~! est encore dia-
gonalisable avec pour valeurs propres {)%n, A > On en déduit que la plus petite valeur propre
de A est I'inverse de la plus grande valeur propre de A~!. En appliquant ce raisonnement a la
méthode de la puissance, cela donne également une méthode pour trouver la plus petite valeurs

propre de A. L'algorithme de la puissance inverse est définie ainsi :

1. on fixe xg € K" (attention! ici aussi, il ne faut pas prendre xo n'importe comment).
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2. pour k > 0, on résout (par exemple grace au premier chapitre de ce cours)

A1 = X,
puis on pose
Xkt1
Xet1 = 7o~
e

3. Apreés arrét de l'algorithme, on pose
O = (Axy, i)

(Remarquons que x; a déja pour norme 1, donc il n’est pas nécessaire de diviser ici par
[lxil]-)

— o\ —k
Si |[An| < |Ay—1], par un raisonnement similaire a celui de la Proposition 2.3.1, (ﬁ) (X )k>1
converge vers un vecteur propre associé a la plus petite grande valeur propre de A~! et donc a la
plus petite valeur propre de A. Avec les méme calculs que pour la Proposition 2.3.1, 6 converge

vers cette plus petite valeur propre (pour un choix générique de x).
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