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Chapitre 1
Systeme linéaire et décompositions LU

L’objectif de ce cours est de proposer des méthodes efficaces pour résoudre des systemes d’équa-

tions linéaires. Le probleme revient a résoudre I"équation
Ax =b, (1.1)

olt A = (a;j) 1<i<n est une matrice de dimensions n x m, b est un vecteur de dimension 7 a coeffi-
1<j<m
cients réels ou complexes, et x est un vecteur de dimension m. Pour analyser ce type de probléme,

nous distinguons deux aspects fondamentaux :
1. Aspect théorique de (1.1):
(a) Le probleme admet-il une ou plusieurs solutions?
(b) Existe-t-il une solution optimale ou préférable?
(c) Comment les solutions évoluent-elles qualitativement lorsque b varie?
2. Aspect pratique du probleme :
(a) Comment obtenir concrétement cette solution ?

(b) Quel est le cotit algorithmique de la recherche de solution?

(c) Le probleme est-il numériquement stable?

Quand nous sommes confrontés au probleme (1.1) sur un probléeme concret, I'ensemble des ré-
ponses a ces six questions est importante : la connaissance de l'existence d"une solution unique

mais inaccessible numériquement (ou en un temps déraisonnable) est inutile.

Dans ce cours, nous répondrons a ces six questions pour le cas particulier d'un systéme carré inver-
sible (cf. Section 1.1 pour un rappel de cette notion). Dans ce cas, il est bien connu que I'équation
(1.1) admet une solution unique, donnée par

x=A"1b. (1.2)

Ceci répond directement aux points 1.(a) et 1.(b).
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1.1 Rappels sur les matrices

Dans ce cours, nous travaillerons avec des matrices a coefficients réels ou complexes, bien que la
plupart des définitions et propriétés restent valides pour des matrices dont les coefficients appar-

tiennent & un corps arbitraire K. Dans ce qui suit, nous considérons que K = IR ou C.

Matrice complexe : Une matrice A de dimensions n x m est déterminée par n X m éléments a;; € K
pourl <i <mnetl <j<m.Lespacevectoriel des matrices a coefficients dans K est noté M, ,, (K).
Si n = m, la matrice est dite carrée et on note simplement cet espace M, (K) (ou n est appelé la
taille de la matrice). La matrice nulle dans M,, ,, (K) est celle dont tous les coefficients sont nuls.
Pour A € M, »(K), on note A[i,] la i-eme ligne de A et A[,j] la j-eme colonne. Formellement,
Ali,] € M1, (K) et A[,j] € M,,1(K).

Transposée d’une matrice : La transposée d’une matrice A € M, ,(K) est la matrice AT €
My, »(K) définie par
[/4T]ﬁ ::aﬁ.

Produit de matrices : Si A est une matrice n X m et B une matrice m x ¢, le produit AB € M,, ;,(K)

est la matrice (c;;) définie par
m
cij = Y aixbyj,
k=1
ol aj; et byj représentent les coefficients de A et B.

Base de M,,(K) : Pour 1 < k,¢ < n, notons Eyy = ((Sl‘k5]‘g)1§i,]‘§n la matrice ayant des zéros partout

sauf en position (k, £). Les regles de multiplication des matrices impliquent que

EijExe = 0jkEir-

Matrice identité : La matrice identité I, = Y| E;; = (j)1<ij<n est 'unique matrice dans M,,(K)
telle que
ILLA=AL,=A

pour toute matrice A € M, (K).

Matrice inversible : Une matrice carrée A € M, (K) est dite inversible s’il existe une matrice
B € M, (K) telle que
AB =BA =1I,.

On note alors B = A1,

Déterminant d’une matrice : Soit A € M, (K). Son déterminant est défini par

detA:= ) €(0)aio(1) ** Aug(n)-

oEeS,
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La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, et dans ce cas

L1
"= Gera (ComA)’, (13

out (ComA);; = (—1)" det ALl et Alill est la matrice obtenue en supprimant la i-eme ligne et la

j-eme colonne de A. L'ensemble des matrices inversibles a coefficients dans K est noté GL, (K).

Vecteurs : Un vecteur x € K" est identifié avec la matrice colonne (x;)1<i<, € M, 1(K). Pour toute
matrice A € My, »(K), la multiplication

n
x— Ax = (Z aikxk>
k=1 1<i<m

définit une application linéaire de K" vers IK”. Le noyau de A, noté ker A, est I'ensemble {x €
K" | Ax =0} C K" etl'image de A, notée Im A, est 'ensemble {Ax | x € K"} C K™.

Dans ce cours, nous nous concentrerons principalement sur les matrices carrées, tout en gardant
en téte que plusieurs résultats restent valides pour les matrices rectangulaires.
1.2 Conditionnement de matrices

1.2.1 Normes matricielles

Rappelons qu’une norme || - || sur un espace vectoriel E est une application
|-I: E—R*

vérifiant les axiomes suivants :

e Séparation : ||x|| = 0 si et seulement si x = 0,
e Homoggéinité : || Ax|| = |A|||x]| pour toutx € E, A € K,

e Inégalité triangulaire : || x + y| < ||x| + ||y|| pour tout x,y € E.

Suivant le probleme que 'on considere, il est parfois utile de considérer des normes différentes.
Par exemple sur K", nous considérons trois normes particulieres :

e Norme euclidienne : ||x|2 = /Y4 |xi]?

e Norme 1: |[x|; = Y/ |xi].

e Norme infinie : || x|/ = maxj<i<y, |X;].

Nous laissons en exercice la preuve que ces trois applications sont bien des normes.

Definition 1.2.1. Soit || - || une norme sur K". La norme opérateur sur M, (IK) associée a || - || est I'appli-
cation 1Ax]
x
ILI]: A= Al = sup  S—F = sup [|Ax]|.
xeK"\{0} ||x|| xeK”

[lx[|=1
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Proposition 1.2.1. Soit || - || une norme sur K". Alors

1. L'application |||-||| est une norme.

2. Pour tout x € K",
[Ax| < [[[A[[[{]x]]-

3. Pour tout A,B € M, (K),
I ABI[| < [[[All[ ]Il BIII

Démonstration. 1. 1l faut prouver les trois axiomes d’une norme. Premiérement, ||| Al|| = 0si et
seulement si pour tout vecteur de norme 1, Ax = 0. Cela signifie donc que pour tout vecteur
non nul, on a Ax = ||x||A (ﬁ) = 0, et donc A = 0. D’autre part, pour A, B € M,(K) et

A € K, on a par les propriétés de || - ||

[IAAN] = sup [[AAx]| = [A] sup [[Ax] = [A[[]|Al|

xeK” xeK”
[lx[|=1 [lx[|=1
et
I[A+ Bll| = sup [[(A+ B)x]|
xeK"
[lx[|=1
< sup ([|Ax]| + |[Bx[])
xeK”"
[lx[|=1
< sup [[Ax[| + sup [[Bx[| < [||A[[[+ ||| Bl
xeK” xeK”
[lx[l=1 [lx[|=1
2. Pour x = 0 le résultat est clair. Par définition de |||-|||, pour x € K" non nul, on a
[ Ax]l [ Ax]]
[ Ax[} = [|x] <|lx| - sup = [[[A[[[{lx]-
[ O P

3. Soit A, B € M, (K). En utilisant le point précédent pour A puis pour B, pour tout x € K"
denorme 1 ona
lABx[| < [ B[l Alll < [l AIll[BI]l

Par passage au supremum on en déduit que

I[ABI[] < [ILA[[HIIBI-

O]

Exemple 1: La norme induite par la norme || - || est également souvent appelée simplement norme
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opérateur ou norme spectrale. Elle vaut donc

[Allz = sup [[Ax]j.

xeK”
llxll2=1

Cette norme est importante car elle mesure la transformation de la norme euclidienne (la norme la
plus naturelle sur K”) par A. Le probleme est qu’elle n’a pas de forme explicite. On peut cependant
montrer que

|Al|3 = sup{|A|, A valeur propre de A*A}.

A noter que A* A est au semi définie positive. En effet, on a
(x, A*Ax) = (Ax, Ax) = | Ax|* > 0.

De plus, comme A*A est symétrique, elle est diagonalisable et les vecteurs propres forment une
base orthonormée de K". On note D la matrice diagonale associée, et les valeurs propres de
ATA sont Aq,...,A,. Pour tout ||x|[ = 1, si on écrit x dans cette base orthonormée, comme

%= (%,...,%,) avec ||%||2 = 1, alors

n n
|Ax||5 = (x, A*Ax) = 2T D% = Y A %[> < max{A;} ZJZZZ
i=1 i=1
=1
Ainsi,
2
lAlll; = | sup [[Ax]2 | = sup [|Ax[3 < Amax,
xeK" xeK"
llxll2=1 [lx[l2=1
ol Amax est la plus grande valeur propre de AT A. De plus, en prenant un vecteur propre unitaire

Umax aSSOCIé A Aax, ON a

| Avmax 13 = (AVmax, AVmax) = Agnax|[Omax|l3 = Aax-

Ainsi, on conclut que |||A|||3 5= A2

Exemple 2 : Les normes induites par || - ||1 et || - ||~ sont en revanche explicites : on a

n
|All1 = max {Z la;i,1 <j < ﬂ},
i

n
| Al = max{z la;j|,1 <i < n}.

/=1

Exemple 3 : Toutes les normes sur M, (KK) ne sont pas forcément induites par une norme sur K".
C’est par exemple le cas de la norme de Frobenius, qui est simplement la norme euclidienne sur
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, . 2 )
l'espace vectorielle M, (K) (vue comme K" avec la base (Eks)1<k¢<, comme base orthonormée),
donnée par

[AllF =

n
Y aii>.

ij=1

A noter que le produit scalaire associé est défini pour tout A, B € M,,(K) par

(A, B)F = Trace (ATB) .

1.2.2 Conditionnement d’une matrice

Definition 1.2.2. Soit || - || une norme sur K" et soit A € GL,,(K). Le conditionnement de A par rapport
a la norme || - || est défini par
Cond(4) = [lANI[[|A~]||.

Le conditionnement d"une matrice caractérise la sensibilité du systéme linéaire associé a (1.1) face

aux variations de b, ce que nous donne la proposition suivante :

Proposition 1.2.2. Soit A € GL,(K) et b, b’ € K". Les solutions respectives x et x' des systémes Ax = b
et Ax" = V' satisfont 'inégalité d’erreur relative suivante :

—x b—b
x=xi | < Cond(A)iu H.
1]l
Démonstration. En effet, nous avons :

lx =l = A7 B =) < [[[A7Y[[lIb = &'l

Par ailleurs,
0[] = (| Ax]|| < [[[Allll[x]I,

LAl

ce qui implique que HITH < Tl En combinant ces deux inégalités, on obtient :
2 = "]} =l
e < AllA™ T =
B A= gy
ce qui conclut la preuve par définition de Cond(A). O

En d’autres termes, une matrice avec un faible conditionnement est dite bien conditionnée, ce qui
signifie que de petites perturbations de b induisent de faibles variations dans la solution x, assurant
ainsi une meilleure stabilité numérique. En revanche, une matrice avec un conditionnement élevé
est dite mal conditionnée, ce qui peut entrainer des problemes de stabilité significatifs dans les

calculs numériques.
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1.3 Méthode d’élimination de Gauss

Nous introduisons ici une premiére méthode numérique pour résoudre efficacement 1’'équation

(1.1) lorsque A est inversible.

Remarque 1.3.1. II serait irréaliste de chercher a utiliser (1.3) pour calculer explicitement A~1. En effet,
le calcul du déterminant de A implique une somme sur toutes les permutations possibles des n indices, avec
un nombre de permutations égal a n! = n-(n —1)---2-1. Cela entraine une complexité exponentielle
en n, nécessitant par exemple environ 2,5 - 101 opérations pour inverser une matrice de taille 20. Avec un
processeur d’ordinateur fonctionnant @ 1 GHz, le temps de calcul s'éleverait i environ 2,5 - 10° secondes,
soit environ 77 ans.

La méthode classique de résolution de I'équation Ax = b est I'élimination de Gauss. Elle consiste
a transformer le systéme
a11x1 + a1pXp + - - + dinxn = by,

Ay X1+ apxy + - -+ ap Xy, = by,

(1.4)
\anlxl +ampx2 + -+ ApnXy = by,
en un systeéme triangulaire supérieur :
( /
U11X1 +UppXp + - - -+ UpXy = bl/
(1.5)

U(n-1)(n-1)%n-1 + Uu—1)uXn = by,

1
kunnxn = bn/

ou u;; # 0 pour tout 1 < i < n, en appliquant des opérations élémentaires sur les lignes du
systeme. Ce processus de "triangularisation" permet de simplifier la résolution, car on peut ensuite

résoudre les équations de la derniere ligne vers la premiére.

1.3.1 Méthode sans pivot

L’algorithme de la méthode sans pivot fonctionne comme suit : on commence par poser A0 = A
eth® =p. A chaque étape 1 < ¢ < n — 1, on définit les matrices AW etle vecteur b'¥) comme suit :

gt~y sii </louj</, p sii </,
“z@ = l(]£—1) iV (1-1) bi(é) = 1(4—1) R () (Le)
/ a; = =y a; sii >/letj>/, b, — b sii > /.

Ay o7,

(0=

Cela n’est possible que si a;, 2 # 0 (nous verrons plus loin comment traiter le cas ou aégfl) = 0).

En d’autres termes, on laisse inchanggées les ¢ premiéres lignes de A1) et b(!~1), ainsi que les

¢ — 1 premieres colonnes de A(‘~1).
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Remarquons qu’a I'étape ¢, la matrice A(*) = (agf))lgi’jgn satisfait la condition suivante :

aff):O pour j<iouj<Y,

ce qui implique que la matrice A"~ est triangulaire supérieure.

Autre maniére de réécrire 1’algorithme : Pour la matrice A(‘), on peut reformuler I'algorithme de

la maniére suivante :

AU sii </,
A(é)[l,] — P R i '
Al )[z,] — %A( - )[E,] sinon,
Ay
et on a toujours
Y sii </,

( —
b.(e) = ' (t-1)
1 pl Y —f Y sii> 0
a

%

Cela donne la procédure classique de l’élimination de Gauss. Dans la suite, nous noterons A; y =
(t-1)

p(=y
—

Do

En posant u;; = Aln=1) [i,jlpourl1 <i<j<metbh = p(n=1) [i], nous avons transformé le systéeme

linéaire (1.4) en un systeme triangulaire supérieur (1.5). La solution du premier systeme coincide
avec celle du second. Le fait que A soit inversible assure que u,, # 0. L'avantage est que le systeme
triangulaire supérieur est facile a résoudre en procédant par substitution rétroactive, en partant de
i=n:

b 1 L .
Xp=—", Xj= — bf— Zuijxj pour 1<i<n-1 (R)
Win Uii j=it1

Exemple : Considérons le systeme Ax = b avec

BN
I
LW N W
N N G
W = O
fay
|
—_

Apres application de la méthode sans pivot, nous obtenons : On obtient donc

3 5 0\ « L, 0\ « L
AD =0 =3 1| +L-2L, b = | 1| + Ly—2L
0 -3 3 —I3—1, 3 —I3—1,
5 0 — Ll 0 — Ll
AD =0 -3 1| « 1L, b = (1| « L,

0O 0 4 —IL3— L, 2 — Lz— 1L,
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On cherche donc a résoudre

3 5 0 X1 0 3x1+5x =0 x1=0
0 -3 1 x| =11] & —3x+x3 =1 & X =0
0 0 2 X3 2 2X3 =2 X3 = 1

On peut vérifier que I'on a bien

3 5 0 0
6 7 1 0f=11
32 3 1 3

1.3.2 Méthode avec pivot

(£-1)
¢

La méthode précédente nécessite que, a chaque étape 1 < / < n —1,1'élément a,, ~ soit non nul.

Cependant, si cette condition n’est pas remplie pour un certain ¢, il suffit de permuter la /-ieme
ligne de A~1 avec une ligne i, > ¢ telle que al(fé_l) # 0. Ensuite, on applique I'opération (£/) a la

nouvelle matrice. Cela donne I'opération suivante :

. sii<louj<d (b sii </,
(6-1) . . (¢-1) .
S0 _ a;,; sii=/letj>/, p bi[ sii =24, )
i =D i 20 ¢
(-1 ety (e-1) . . . (t-1) _ “eli)t (e-1) . .
o(iyi — a(ﬁ—l)aid sii>/letj> /(. by a(é—l)ba(i) sii> (.
il \ igl

Ici, o représente la transposition qui échange ¢ et iy, c’est-a-dire
cl)=1iy,, o(iy)=0 et o(i)=i pour i¢ {{is}.

Le choix de I'indice i, peut sembler arbitraire au premier abord, mais pour des raisons de stabilité
numérique de la méthode de Gauss, il est recommandé de choisir i, tel que \affg_l)| soit maximal.
En effet, dans l'étape £/, on divise par al(fg_l), et un petit ]aff[l)| pourrait provoquer des erreurs
d’arrondi. Le choix optimal de i, est donc donné par

L (t-1)

iy = arg max |a; . 1.6
En pratique, la méthode avec pivot est souvent préférable, méme lorsque la méthode sans pivot

aurait suffi, pour garantir une meilleure stabilité de ’algorithme.

Autre facon d’écrire I'algorithme : On peut également réécrire 'algorithme sous la forme sui-
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vante :
A, ] sii <,
é_l . s
aog = Al i
AV = A AV, ] sido> Leti # iy,
AV — A AC Dy, sii =g
avec
(¢=1)
A A (ive
R ()
i
Exemple : Considérons le systeme Ax = b avec
2 1 -1 2
A=1-2 -1 0 |, et b=|-1
4 3 -1 0
La méthode de Gauss avec pivot nous donne
21 -1 — Ly, 2 «— Ly,
AV =10 0 -1 —Iy+L;, bV=1]1 — Ly+ Ly,
01 1 +— L3 —2L4. —4 « L3 —2I,.
-1 — Ly, 2 — Ly,
AP =10 1 1 Ly, P =|-4| <L
—1 +— L. 1 +— L.
On résout alors le systéme triangulaire supérieur :
21 -1 X1 2 2x1+xp —x3 =2, x1 =2,
01 1 x| =|-4] < Xo+x3 =—-4, & Xy = —3,
0 -1 X3 1 —X3 = 1. X3 = —1.
Enfin, on vérifie que la solution est correcte :
2 1 -1 2 2
-2 -1 0 =31 =1-1
4 3 -1 -1 0

1.3.3 Coiit de la méthode de Gauss

Chaque étape £, de la méthode nécessite O((n — ¢)?) opérations, ce qui implique que la transfor-
mation en un systéme triangulaire nécessite un total de O(n>) opérations. L’ opération finale, cor-
respondant a la résolution du systéme triangulaire, nécessite O(n?) opérations supplémentaires.

En conséquence, la méthode de Gauss résout le systtme Ay = b en un temps global de O(n%)
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opérations.

Ce cofit peut toutefois étre réduit si la matrice A contient de nombreuses entrées nulles. Par
exemple, si A est tridiagonale (ce qui est relativement fréquent dans certains problémes), la ré-
solution du systeme Ay = b peut étre effectuée en O(n?) opérations.

Une analyse plus détaillée de la complexité permet de montrer que, dans le cas général, la méthode

de Gauss est réalisée en environ %113 opérations, ce qui est asymptotiquement plus précis.

1.4 Décomposition LU

La méthode de Gauss est une approche rapide pour résoudre un systéme linéaire donné, tel que
(1.1). Cependant, il arrive fréquemment que 1’on ait a résoudre non pas un seul systéme, mais une

famille de systémes linéaires, tous de la forme Ay(i) = b)), ot A est une matrice fixe et (b(i)) e
<i<m

représente une série de données avec pour inconnues <y(i)). C’est typiquement le cas dans le
processus d’inversion de A, en prenant bl) = e, avec ¢; le i-eme vecteur de la base canonique.
I1 devient donc pertinent d’automatiser la méthode de Gauss pour éviter de refaire la mise en
forme triangulaire a chaque nouvelle résolution. La décomposition LU permet précisément cette
automatisation.

1.4.1 Théoréme de décomposition et conséquences

Nous énongons le théoréme de décomposition LU et son application principale. La démonstration
de cette décomposition sera donnée dans la section suivante.

On rappelle qu'une matrice A = (a;j)1<;j<, est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) si
ajj = 0 pour i > j (resp. i < j). Notons que le produit de deux matrices triangulaires inférieures
(resp. supérieures) reste triangulaire inférieure (resp. supérieure), et que la diagonale du produit
est le produit des diagonales. Une matrice triangulaire est donc inversible si et seulement si tous
ses éléments diagonaux sont non nuls. Elle est dite unitriangulaire si elle est triangulaire et a des 1

sur sa diagonale.

Une matrice P = (p;;j)1<ij<n de taille n est une matrice de permutation s'il existe une permutation
cde{1,...,n} telle que p;; = dj,(;)- On note P, la matrice de permutation associée a c.

La décomposition LU permet d’écrire une matrice A inversible comme le produit d"une matrice
U triangulaire supérieure et d'une matrice L triangulaire inférieure. Comme nous le verrons, cette

décomposition est possible, a une permutation pres des lignes de A.

Théoreme 1.4.1 (Décomposition PA = LU). Soit A une matrice inversible de taille n > 1. Il existe
une matrice de permutation P, une matrice triangulaire supérieure inversible U et une matrice triangulaire

inférieure L avec des 1 sur la diagonale telles que

PA = LU.
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Au-dela du théoreme, sa preuve (section suivante) offre un intérét pratique : elle fournit un moyen
explicite de construire les matrices P, L, et U. Pour le moment, nous pouvons juste retenir que la
décomposition LU est une maniere de décrire la méthode de Gauss. La matrice U est exactement la
matrice U obtenue par la méthode de Gauss en section précédente, la matrice P enregistre les choix
successifs des iy pour 1 < ¢ < n —1 et la matrice L garde en mémoire les opérations successives

sur les lignes que nous avons faites pour transformer A en U.

Une variante équivalente du théoréme, moins courante mais plus simple a démontrer, stipule que
I'on peut décomposer A comme AP = LU, ou P est une matrice de permutation, L est triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale, et U est triangulaire supérieure. Dans cette variante, la

multiplication par P correspond a une permutation des colonnes de A et non des lignes.

I1 est important de noter que la décomposition LU d’"une matrice n’est généralement pas unique,
en raison principalement du choix de la matrice de permutation P. On peut cependant montrer
que pour chaque choix de P, il existe au plus un couple de matrices (L, U) — ot L est une ma-
trice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale (dite unitriangulaire) et U est triangulaire
supérieure — tel que PA = LU. D'un point de vue algorithmique, on peut choisir P de maniere
optimale pour assurer que Cond(L) et Cond(U) ne soient pas trop grand.

Avant de le prouver, mentionnons pourquoi une telle décomposition nous est utile. Rappelons

nous que 1’objectif est de résoudre le systeme
Ax =D,

avec b € K". Supposons que nous ayons trouvé L, U respectivement triangulaire inférieure et

supérieure et P matrice de permutation telles que PA = LU. Il faut donc résoudre le systeme
LUx = PAx = Pb.

Nous allons successivement résoudre 'équation Ly = Pb (algorithme de descente) puis Ux = y

(algorithme de remontée). Remarquons que nous aurons alors
Ax =P 'LUx =P 'Ly = P~'Pb = b,
ce qui résoudra notre probleme. Soit ¢ la permutation telle que P = P,. Nous avons alors pour

1<i<n

(Pb)i = ) Gjo(i)bj = boi)-
=1

Plus précisément, une fois la décomposition PA = LU obtenue, on peut retrouver la solution x a

I'aide des deux étapes suivantes :

Algorithme de descente : Comme L = (I;)1<;j<u est triangulaire inférieure (avec des 1 sur la
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diagonale), le systeme Ly = b est équivalent a

y1 = by
biyi + w2 = by
lmypn + ... + ln(nfl)]/nfl + Yn = ba(n)

Il peut étre résolu par récurrence en posant y1 = by(1) puis yi = b(;) — 2;;11 Lixyk. Cette solution
est obtenue en O(n?) opérations.

Algorithme de remontée : De méme, I'équation Ux = y est équivalente au systéeme

unxy + ...+ UEp-nXp-1 T UXp = W1
Un-1)(n-1)%Xn-1 + Un—1)nXn = Yn-1
UpnXn - Yn

Etant donné que U est inversible, ses éléments diagonaux vérifient u;; # 0 pour 1 < i < n. Ce

systeme est donc facilement résoluble : on peut poser x, = y,/un,, puis, par récurrence, calculer

1 n
Xk = — | Yk — Z UpiXi | -
] 1

chaque x; avec la formule

Uk i=k+
Cette solution est obtenue en un nombre d’opérations de l'ordre de O(n?).

Ainsi, une fois la décomposition LU d’une matrice A réalisée, la résolution de I’'équation Ax = b

se fait en O(n?) opérations.

1.4.2 Preuve de la décomposition A = LU

Nous nous intéressons ici a la preuve de la décomposition A = LU dans le cas out P = I,,, c’est-a-
dire sans pivot. Pour simplifier les notations et les arguments, nous allons introduire les vecteurs

de Gauss ainsi que les matrices associées, pour chaque étape de 'algorithme de Gauss sans pivot.

Definition 1.4.1 (Vecteurs et matrice de Gauss). A chaque étape ¢ de la méthode de Gauss (sans pivot),
les lignes de la matrice A\) sont mises a jour selon

AU sii </t
AW = ’ = 1.7
i { AV — A AV, sii> 0 a7
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(1)

N a, PP
oA = ﬁ Le vecteur de Gauss Ty est défini par
o

T =

et enregistre les transformations appliquées aux lignes de A a I'étape (. En utilisant la base canonique
{e1,...,en} de K", la matrice de Gauss associée a Ty est définie par

1 0
0 . 0
1
Mg =1I,— TgEET =
AYARY 0
: 0
ANy 0 1

La proposition suivante permet de reconstituer la matrice triangulaire inférieure L.

Proposition 1.4.1. Les matrices M, vérifient les propriétés suivantes :

1. La matrice My est inversible et

1 0
0 0
-1 T 1
Ly:=M," =L +1e =
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2. Soient M = M,,_1M,,_»...MyetL=11Ly,...L,_q,onalLM = I, et

1
AVS 0
n—1 : 1
L=1I,+) we =
(=1 Ag+1,g . 0
: 0
An 1 An,é A11,€-i—1 1

Démonstration. On vérifie facilement que Eng =0, et donc
LM, = (In + Tgeg) (In — Tge(gT) =1, — Tge,?rgeg =I,—7 (egTTg) eZ = I.
On vérifie de la méme fagon que (I, — e} ) (I, + e} ) = I,. Ona donc

Lyq...LoLiMyMy...Myq=1Lp1...LoMy...My_1 = Ly 1My_q = L.
— —

De plus, pour tout ¢ < ¢/, on a e/ 7y = 0. Par induction, on obtient donc

L= (In + T1e1T> .. (In + Tn,zeg,z) (In + Tn_lez_l)

T
=Iy+Ty2e] 4T 1€l | +Tu2€, _>Tp—1€l_,
=0

= (In + T1€1T> ... (In + Tn,3e,f_3) (In + Tyoel 5+ Tn_le;f,l>

-~

T T
I +Tn—3ez,ﬂ,3+Tn—263;72+7n—19271 +Tu—3€6,_3Tn—2 35,z+7n—3 €, _3Th—1 8271

0 =0

= (Iy, + TlelT> ... (In + Tn,4e,f_4) (In + Tn_3€,{,3 + Tn_Qe,{,z + Tn,1e,f_1>

=1I,+ TlelT +...+ Tn_lezfl.
]

Afin de finir la preuve de la décomposition A = LU, il suffit maintenant de vérifier que 1'on
al = M,_1...M;A, ie que pour tout ¢, on a A = MgA([_l). Pour cela, par définition du

produit matriciel, on vérifie facilement que M, A~

est la matrice dont la i-éme ligne est donnée
par My[i,] A=Y, Comme les ¢ premiere lignes de M, correspondent aux ¢ premieres lignes de la

matrices identité, on a pour tout i < ¢

Myli, |AY =l AU-D = A1 ]
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i.e M, laisse les ¢ premiéres lignes inchangées. Pour touti > ¢, ona M,[i,] = el — A; se] et donc
M[i,JAUD = el AT A el ACTD = AV — A AUV,

D’apres I'équation (1.7), faire M, A1) correspond donc bien 2 faire la /-eme étape de I’algorithme
de Gauss (sans pivot).
Exemple : On considére Ax = b avec

BN
I
W o W
N N3 O
W = O
(@)
-
oy
I
—_

On obtient donc

3 5 0\ « I 1
AV =10 -3 1| «1,-2I, L= |2
1

0 -3 3/ «Ls—14
5 0\ « L 00
U=A® =10 -3 1| « L L=Lil,=|2 10
0 0o 2 (—L3—L2 1 11 %Aglz—l
On vérifie bien que l'on a
1 00 5 0 350
210 -3 1]1=16 71
111 0 2 323
Onrésoutdonc Ly = b,i.eona
n =0 n
2]/1 +y2 = 1 & Yo = 1
Vvityztys =3 Y3 =
Et on résout maintenant Ux = y, i.e
3 5 0 X1 0 3x14+5x, =0 x1=0
0 -3 1 x| =11] & —3x+x3 =1 & x =0
0 0 2 X3 2 ZX3 =2 X3 = 1

1.4.3 Preuve de la décomposition PA = LU

Avant de donner la preuve de la décomposition PA = LU, illustrons son utilité par rapport a la

décomposition A = LU. En effet, la méthode sans pivot peut rencontrer des difficultés dans cer-
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tains cas, notamment si I'on a A~V [(,¢] = 0, car cela implique une division par zéro impossible.
Dans de telles situations, la méthode sans pivot devient inapplicable.
Une autre raison d’utiliser la décomposition PA = LU est pour des questions de stabilité numé-

rique. Prenons I’exemple suivant ! :

A _ (00001 1) (1 0) (00001 1
N 1 o) \10000 1 0 10000/

=L =U

Les grandes différences d’échelle dans les éléments de cette matrice peuvent entrainer de nom-
breuses complications numériques. Dans ce cas, on a les conditionnements Cond(U) = Cond(A) =
108. Ces valeurs de conditionnement trés élevées peuvent rendre la résolution numérique instable.
Pour surmonter ce probleme, on peut utiliser la méthode de pivot, qui consiste a sélectionner,
a chaque étape, 1'élément de plus grande valeur comme pivot. En appliquant cette méthode, on

0 1) (0.0001 1\ 1 0y /1 1
10 1 0/ \0.0001 1) \0 0999
~—

N
=P =A =L =U

obtient :

Ainsi, les problemes liés aux différences d’échelle sont résolus, avec un conditionnement de L
réduit a Cond(L) = 1.0001 et Cond(U) = 2.61, ce qui est beaucoup plus stable.

Pour prouver la décomposition PA = LU, définissons les matrices de permutation deux a deux,
qui joueront un role clé.

Definition 1.4.2. Une matrice de permutation deux a deux, notée Py, est définie par :

=1 sii#jk

Puli, '] =0 sii#i et ((i,i") # (j,k) ou (i,i") # (k,})),

p;

En d’autres termes, une matrice de permutation est obtenue en prenant la matrice identité et en
permutant deux de ses lignes (ou, de maniere équivalente, deux de ses colonnes).

Par exemple, on a :

Py =

S O O -
_ o O O
S = O O
o O =k O

1. Cet exemple est tiré du cours de B. Gatizere, Gilles Gasso, et Stéphane Canu.
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qui est la matrice identité dans laquelle les deuxiémes et quatriémes lignes (ou colonnes) ont été

permutées.

Les matrices de permutation vérifient les propriétés suivantes :

* Pour toute matrice A, P;;A est la matrice A ot les lignes i et j sont permutées.
* Pour toute matrice A, AP;; est la matrice A ot les colonnes i et j sont permutées.
* La matrice P;; vérifie :

_ pl _ p-1

De la méme fagon que pour la décomposition A = LU, on peut alors remarquer que la /-eme

opération dans la méthode de Gauss avec pivot peut s’écrire
AW = pM,pH A

ott P() est la permutation utilisée pour le pivot, et M est la matrice de Gauss définie par

1 0
0o . 0
1
Mg =1I,— Tgeg =
EAVAS WA 0
: o0
N, 0 01
avec, si P\ = iols
(£-1)
A, Ao (iye
il = ~-)
i
On a ainsi

U=M, PV . MPDMPDA.

L’objectif est maintenant de réussir a réécrire cela sous la forme U = L~ 1PA. Pour cela, on re-

marque que

U= M, 1P" VM, ,P"2 . MPDA
= M,_1 P UM, _,pn=1) pe=1)pln=2)pg . p(n=3)  pg, p(H) A
:3Mn72
= M,,_1M,_, PV p=2)p1  pn=2)pn=1) p(n=1) p(n=2)p(n=3)pr . pMPM A

::Mnffi

= MPA
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avec P = P=1) P N[ = M, {M,_5... M, ot

M, = p=D)  plhpg, pltl) o ple=1),

De la méme fagon que pour la décomposition A = LU, on peut facilement montrer que

1 0
0o . 0
_ 1
M“; =Ly:=1,+ Tgeg =
VAR, 0
: 0
A 1

La proposition suivante nous donne une autre écriture de M) ainsi que de son inverse.

Proposition 1.4.2. Ona

My =1,— PV pUgel ot M;l=1,=1,+P" V. plHlgel

Preuve de la Proposition 1.4.2. On a
M, = pin=1) __pl+) p(t+1)  pn=1) _ p(n=1)  p(t+1) (rge}) pl+1) | pln=1),

Comme P()pl) — I,,, il vient

pir=t)  p L, piwl)  pr=l) = ple=l) | plr2)pl2) | pln=2) — =1,
On a vu que la multiplication a droite par les matrices de permutation revient a faire des permu-
tations sur les colonnes. Or pour tout £ > ¢, la permutation P(*') ne peut intervenir que sur des
lignes strictement plus grandes que ¢, et donc la multiplication a droite par P() ne fait interve-
nir que des permutation sur les colonnes strictement plus grande que /. Or, ces colonnes, pour la

matrice Tgez, sont toutes nulles. Ainsi, on a
ey PUFD  p=1) — gl

et on obtient donc le résultat pour M. De plus, comme P(*~1 . . P(*1) 1, ne consiste qu’en des

permutations des composantes de 7, on peut montrer que M, = L; de la méme facon que pour la
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décomposition A = LU, i.eona

Mty =1, — P01 pl gl pii=1) - plt+t)g,el
= Iy =PI P (e P L P ) e
= I, — PV pUH el el
=1, — p=1  plHlg, (egTTg) ey

=0
= I.

O

De la méme facon, on a Mn’}l =L, oul,1=1,+ Tn,le,{fl. Ainsi, de maniere analogue a la
décomposition A = LU, on a
—2

n
L=M"'=011...LyoLyg1 =1+ Y PV P Dgel 47, el .
/=1

Pour résumer : L'obtention de la matrice U consiste en la matrice que 1’on obtient avec la décompo-

(n=1) |

sition de Gauss avec pivot. La matrice P = P .. P est le produit de toute les permutations

effectuées pour obtenir U. La seule "difficulté" est la construction de L, que 1’on peut faire de la

maniere itérative suivante : partir de la matrice identité, et a I'itération ¢

1. Pour les £ — 1 premieres colonnes, appliquer la permutation P(*),

2. Remplir la /-eme colonne avec les coefficients T; 4.

Résolution de Ax = b: Ona LUx = PAx = Pb, et on cherche donc a résoudre Ly = Pb avant de

résoudre Ux = y.

Exemple 1 : On cherche a résoudre Ax = b avec

2 1 -1 2
A=1-2 -1 0 et b=1-1
4 3 0 0

On fait d’abord la décomposition PA = LU. Afin de prendre les bons réflexes pour la suite, on fera

les permutations nécessaires pour avoir le plus grand coefficient a chaque fois.

4 3 0\ Li=1L 1 00 0
AV =10 1/2 0| Ly=L+1/2L; LW=[-1/2 1 0| apy=-1/2 PY =0
0 —1/2 —1) Ls=L;—1/2L; 1/2 0 1) A3 =1/2 1

o = O

S O -
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4 3 0 1 0 0
u=A®=10 12 o L=1L@=|-1/2 1 o0 P? =1
0 0 -1/ Li=Ls+1Lp 1/2 =1 1) Azp=-1
Ainsi, on obtient la décomposition PA = LU avec
4 3 0 1 0 O 0 01
u=10 1/2 0 L=1]1-1/2 1 0 P=1010
0o 0 -1 1/2 -1 1 1 00
On vérifie que 'on a
4 3 0 1 0 0\ /4 3 © 4 3 0
PA=|-2 -1 0 |=LU=]|-1/2 1 0 0 1/2 0|=]1-2 -1 0
2 1 -1 1/2 -1 1 0 0 -1 2 1 -1
On va donc d’abord résoudre Ly = Pb avec Pb = (0, —1,2)T. On a donc
nh = 0 N = 0
—1/2y1 +y = -1 & Yo = —1
1/2y1 —y2+ys =2 y3 =1
On résout maintenant Ux = y, ce qui nous donne
4x14+3x, =0 x; =3/2 3/2
1/2x0 =—-1 &< xp =-2 x=| -2
—X3 = 1 X3 = -1 —1
On vérifie bien que l'on a
2 1 -1 3/2 2
-2 -1 0 2=
4 3 0 -1 0
Exemple 2 : On considere la matrice
3 17 10
A=12 4 =2
6 18 -—12
On a
6 18 —12\ L;=1L3 1 00 0 01
AV =10 =2 2 | Ly=L,—-1/3Ly LYW=1[1/3 1 0| Apy=1/3 PU =0 1 0
0 8 16 Ly =1L;—1/2Ls 1/2 0 1) A31=1/2 1 00
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6 18 —12 1 0 0 10
AP =10 8 16 | I,=1; Lt@=11/2 1 o0 P@ =10 o
0 0 6 /) Ly=Ly+1/4L4 1/3 —1/4 1) Ay =—-1/4 0 1

On remarquera que I’on a permuté les 2émes et 3¢émes composantes de la premiére colonne de A1)
pour mettre a jour A?). On a donc la décomposition PA = LU avec U = A®), L = L®?) et

0 01
p=rP@pl =11 0 0
010
On vérifie que I'on a bien
6 18 —12 1 0 0\ /6 18 —12
PA= {3 17 10 |=LU=|1/2 1 0 0 8 16
2 4 -2 1/3 -1/4 1/ \0 0 6

Autre facon de calculer P : Plutot que de noter toutes les projections intermédiaire, on peut partir
de l'identité et mettre a jour la matrice de permutation au fur et a mesure de 'algorithme. Repre-

nons le cas de I'exemple 2, on a

6 18 —12\ L;=Ls 00 1
AV =0 —2 2 | Ly=1,-1/31; (1/3 10| App=1/3 PY=]01 0
0 8 16 ) Ly=1L;—1/2L; 1/2 0 1) A1 =1/2 100
6 18 —12
A =10 8 16 | Ly=1I; ( p@pl) =
0 0 6 ) Ly=Ly+1/4Ls 1/3 —1/4 1) As1=-1/4

S = O

On retrouve bien

p=p@pl) —

S = O
—_ O O
o O =

S = O

_ O O

S O =



Chapitre 2

Méthodes itératives

Nous avons vu qu'un moyen efficace pour résoudre 1'équation Ax = b consiste a décomposer
la matrice A sous la forme PA = LU (ou AP = LU, ou PAQ = LU selon les variantes), puis
a résoudre successivement les systémes triangulaires Ly = b et Ux = y. La décomposition de
A requiert un cotit algorithmique de l'ordre de O(n®) opérations, tandis que la résolution des
systémes associés s’effectue en O(n?) opérations. Ainsi, la résolution complete de Ax = b a une
complexité de O(n?), ce qui est nettement plus efficace que les O(n?n!) opérations nécessaires pour

calculer naivement l'inverse de A via son déterminant.

Cependant, pour des systemes de tres grande dimension, méme la décomposition LU peut devenir
prohibitive. Par exemple, un écran 8K contient environ 33 x 10° pixels, correspondant a un espace
de dimension n = 33 x 10°. Dans ce cas, n® &~ 3.5 x 10??, ce qui représente un cofit algorithmique
extrémement élevé, méme pour un ordinateur moderne. Des méthodes alternatives, dites itéra-
tives, permettent de réduire ce cotit en approximant la solution x au lieu de la calculer de maniere
exacte. Cette approximation est souvent acceptable en pratique si I’erreur finale reste négligeable
par rapport aux erreurs intrinseques liées a la représentation numérique des données (la précision

de la virgule flottante par exemple).

Bien que nous n’étudierons pas en détail la complexité des méthodes itératives par rapport a la
méthode LU, il est utile de noter que les méthodes itératives sont avantageuses dans les situations

suivantes :

1. Grande dimension du systéme : lorsque n est suffisamment grand pour que le cotit de
O(n®) opérations devienne prohibitif.

2. Matrices denses : lorsque A ne contient beaucoup de zéros. Inversement, si A est creuse,
i.e si A contient beaucoup de zéros (par exemple, une matrice par bande, ot a;; = 0 si
li — j| > ¢ pour un certain entier /), les matrices L et U issues de la décomposition PA = LU
conservent cette propriété. Dans ce cas, la décomposition peut étre réalisée en seulement
O(¢n?) opérations.

3. Résolution ponctuelle : lorsque I'on ne cherche a résoudre Ax = b que pour un petit

nombre de vecteurs b. Inversement, si de nombreux systémes avec la méme matrice A



28 Meéthodes itératives

doivent étre résolus, il est plus efficace de calculer une fois la décomposition PA = LU
et de stocker les matrices P, L et U pour réutilisation.

2.1 Types de méthodes itératives et résultats généraux

Il existe principalement deux méthodes itératives, appelées respectivement de type I et II (cette
derniere étant une variante de la méthode de type I). Dans cette section, nous nous intéressons a
la résolution de I'équation Ax = b, ot A € GL,(K) et b € K".

Méthode itérative de type I

Le principe de cette méthode consiste a construire une suite (x;) € K" définie itérativement par
un point de départ arbitraire xy € K", et pour toutk > 0:

X1 = Bxg + ¢, (2.1)

avec B € M, (K) et c € K" indépendants de k > 0.

Definition 2.1.1. La méthode itérative est dite
* consistante si I'équation x = Bx + ¢ a une unique solution égale & A~'b,
* convergente si pour tout xo € K", la suite (xy)x>1 définie par (2.1) converge.

Proposition 2.1.1. La méthode est consistante si c = (I, — B) A~1b. Si elle est consistante et convergente,

toute suite (xi)r>o définie par (2.1) converge vers A~1b.

En d’autres termes, pour une méthode consistante, le vecteur c est entierement déterminé par A,
B,eth.

Démonstration. Si la méthode est consistante, 1'unique solution de x = Bx + ¢ est A~!b. On en
déduit donc que
A7'b=BA b+,

ce qui implique que
¢ = (I, — B)A™'b.

Supposons maintenant que la méthode soit a la fois consistante et convergente. Pour tout xy € K”,

la suite (xx)x>o converge vers une limite ¢(x(). En prenant la limite dans (2.1), on a
£(x0) = B(x0) +c.
La limite ¢(x() est donc un point fixe de (2.1), et par consistance on a

E(xo) = A_lb.
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Méthode itérative de type II

La méthode itérative de type I s’avere en réalité inapplicable. En effet, pour qu’elle soit inté-
ressante, elle doit au moins étre consistante, ce qui implique que c doit étre choisi comme ¢ =
(I, — B)A~'b. Le principal probléme est que cette expression nécessite de calculer I'inverse de la
matrice A, ce que I'on ne veut surtout pas faire! Une alternative, appelée méthode itérative de type

I1, est de définir l'itération par xo € K" puis de considérer
Mxp1 = Nxx+ b, (2.2)

ot M,N € M,(K) sont des matrices choisies de maniére a ce que M soit facilement inversible.

Cette condition permet de réécrire l'itération sous la forme suivante :
Xes1 = M INx + M 'b. (2.3)

l apparait ainsi que la méthode de type II est une version particuliére de la méthode de type I, ot
la matrice d’itération est donnée par M~ !N. Les concepts de consistance et de convergence s’ap-
pliquent donc également a cette méthode de type II. L'avantage principal de la méthode de type
IT est qu’elle est explicite, c’est-a-dire qu’elle ne nécessite pas de calculer I'inverse de la matrice A

pour I'implémenter.
Proposition 2.1.2. La méthode itérative (2.2) est consistante si N = M — A.

Démonstration. D’apres1’égalité (2.3),1a méthode itérative de type I1 (2.2) est une méthode itérative
de type I avec B= M~!N et c = M~!b. Pour qu’elle soit consistante, il faut donc que

M b= (I, - M IN)A™ b,
c’est a dire, en multipliant par M (a gauche) dans 1’égalité précédente,
b=(M—N)A"'b.

Ceci implique que si N = M — A, alors M — N = A et la consistance est vérifiée. On a donc

proposé ici une méthode beaucoup plus réaliste. O

Méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel

Dans cette section, nous présentons deux méthodes itératives de type II particulierement impor-
tantes : les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel. Les deux reposent sur la décomposition de
la matrice A sous la forme A = D — E — F, ou D est une matrice diagonale, E est une matrice

triangulaire inférieure et F une matrice triangulaire supérieure. De maniere explicite, on a

D= (”ii‘sij)gi,jgn' E= (_aij‘5i>j)1gi,jgn etk = (_aif5i<f)1§i,j§n'
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2 -2 1
Par exemple, si A = 1 3 —1],nousavons
-1/2 2 -3
2 0 0 0 0 0 0 2 -1
D=]l03 0|,E=|-1 0 O0|,F=10 0 1
0 0 -3 1/2 =2 0 00 O

Attention! Il est important de noter que les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel ne sont définies
que lorsque a;; # 0 pour tous les 7 allant de 1 a n. Nous supposerons donc cette condition est

satisfaite par la matrice A dans tout ce qui suit.

La méthode de Jacobi

La méthode de Jacobi est une méthode itérative de type Il o1 ’on choisit M = Det N = E+ F. La

matrice d’itération associée est donc :
M™IN=D"YE+F).
Cette méthode est consistante grace a la Propriété 2.1.2, puisque
M—-N=D-(E+F)=A.

Un des avantages de la méthode de Jacobi réside dans la facilité de calcul de la matrice M}, qui
peut étre obtenue en O(n) opérations, étant donné que M est une matrice diagonale. Cependant, sa
convergence n’est souvent garantie que dans des cas tres spécifiques, ce qui empéche de 'utiliser

de maniére généralisée.

La méthode de Gauss-Seidel

La méthode de Gauss-Seidel est la méthode de type II consistant a prendre M = D —Eet N = F.

La matrice d’itération correspondante a alors deux expressions pratiques données par
MIN=(D-E)'F=1,— (D—-E) !4,

ot on a utilisé le fait que F = D — E — A dans la derniere égalité. Comme la méthode de Jacobi, la
méthode de Gauss-Seidel est consistante en appliquant la Propriété 2.1.2 car

M-N=D-E-F=A.

Etant donné que M est une matrice triangulaire inférieure, résoudre 1'équation Mxy ;1 = Nxi +b
est une opération explicite qui nécessite seulement O(n?) opérations. Ainsi, sous de bonnes condi-

tions, la méthode de Gauss-Seidel peut s’avérer plus rapide que de faire la décomposition LU.
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De plus, la convergence de la méthode de Gauss-Seidel est plus souvent garantie que celle de la
méthode Jacobi, et cette convergence a lieu plus rapidement.

2.2 Convergence des méthodes itératives

Dans cette section, nous introduisons des criteres de convergence et d’arrét pour les méthodes
itératives de type I. Etant donné que les méthodes de type II peuvent étre considérées comme des
cas particuliers des méthodes de type I, tous les résultats présentés ici s’appliquent également aux
méthodes itératives de type II. Ces criteres permettent non seulement de garantir la validité des
solutions obtenues, mais aussi d’optimiser le temps de calcul en déterminant efficacement quand
arréter l'itération.

2.2.1 Convergence théorique d'une méthode de type I

Considérons la suite définie par une méthode itérative de type I :

XOEJKn
Xki1 = Bxg+¢, k>0

ou B € M,(K) et c € K". L'étude de la convergence de cette méthode repose sur une écriture
explicite dex; (et non une écriture récursive), qui est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.2.1. Soit (xy)r>1 une suite itérative définie par (2.1). Alors pour tout k > 1,
k=1
xe=Bx%+ )Y B |c
i=0

Démonstration. Cette propriété se démontre par récurrence sur n > 0. Le cas k = 1 est donné par
la définition de (xx)x>1. Supposons k > 1 et le résultat vrai pour k — 1. On a alors

k=2
xp_1 = B¥ 1y + (Z Bl> c.
i=0
On en déduit par (2.1) que

k=2
Xy = Bxy_1+c=B !Bklxo + (Z Bl> c

i=0

k=2
—I—c:kao—i—B( Bl>c—|—c
i=0
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O]

Grace a la Proposition 2.2.1, nous remarquons qu’'un role particulier est joué par les matrices

YK, B! pour k > 1. La proposition suivante donne leur convergence (sous certaines hypotheses).

Proposition 2.2.2. Soit || - || une norme multiplicative sur M, (K) et B € M, (K) telle que ||B|| < 1.
Alors Yy BX est bien définie et
k 1
1. HZkzOB H S 1—[[B]l”
2. YysoB* = (I, — B)™!
Démonstration. Supposons que B € M,,(K) soit telle que ||B|| < 1. Alors, comme || - || est multipli-

cative, pour toutk > 1ona
B[ < ||B]]*.

Utilisant le fait que ||B|| < 1, on en déduit que

1B < ¥ Bt < oo,
L L TTE <

k>0 k>0

On en déduit que la suite Zkzo BF est absolument convergente et donc convergente dans 1’espace
complet (My (IK), || - []),

ok

k>0

< DAl <

k>0

Pour montrer que (I, — B) Y x>0 B¥ = I,,, notons tout d’abord que pour K > 1,
K+1

Z Bk Z Bk Z Bk — In _ BK+1.
k=1

En passant a la limite a gauche et a droite de la derniere égalité quand K tend vers l'infini, et en
utilisant que BX —— 0, on obtient
K—oo

—B)Y B =1,

k>0

O

Par la Proposition 2.2.2, nous pouvons déduire une condition suffisante de convergence pour une
méthode itérative de type L.

Corollaire 2.2.1. Une méthode de type I définie par B € M, (K),c € K" est convergente si il existe une
norme opérateur || - || sur M, (IK) qui vérifie | B|| < 1.

Démonstration. Si ||B|| < 1 pour une norme opérateur || - ||, par la Proposition 2.2.2, la série } ;- B
est convergente dans M, (K). La suite Zf:_& Bic converge donc vers Y ;- Bic quand k tend vers
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l'infini. D’autre part, comme pour k > 1 on ||B¥|| < ||B||¥, on a

k k—
1B xo]| < [|B[[*[lxoll == 0.

A laide des Propositions 2.2.1 et 2.2.2,on a

k-1 +oo
xp =B+ Y Be—— Y Bc=(I,-B)
i=0 i=0

k—oo =

O]

Le probleme du critére précédent pour garantir la convergence de la méthode est qu’il dépend du
choix d’une norme opérateur particuliere qui vérifie ||B|| < 1, ce qui n’est pas forcément évident
a trouver suivant le contexte (il se peut tres bien que ||Bl|; < 1 et ||B|[; > 1 pour deux normes
opérateurs || - ||, et || - ||5)- Nous allons donc énoncer une condition nécessaire et suffisante pour
garantir la convergence de la méthode.

Definition 2.2.1. Le rayon spectral p(A) d’'une matrice A € M,,(K) est définie comme
p(A) = max{|A|, valeur propre complexe de A}.

Le rayon spectral d’une matrice est fortement lié aux normes opérateurs de la matrice. La relation
la plus forte, donnée par le point 3 de la propriété suivante, sera admise dans ce cours (cf le TD 3
dans le cas d"une matrice diagonalisable).

Proposition 2.2.3. 1. Si A = A*, nous avons en particulier p(A) = || A2

2. Soit || - || une norme sur K" et || - || sa norme associée sur M, (K). Alors
p(A) < ||A[l.
3. [Admis]
p(A) = inf(||Al|, || - || norme opérateur sur M, (K)}).
Démonstration. 1. Nous avons vu que

|A]2 = max(\)\\l/z,}\ valeur propre de A*A).

Si A est hermitienne, alors A* = A, et donc

max(|A|'2, A valeur propre de A*A) = max(|A|'/2, A valeur propre de A?)
= max(|A2|'/2, A valeur propre de A)

=max(|A[, A valeur propre de A)
=p(A).
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2. Soit Ap € K tel que [Ag] = p(A) et ¥ un vecteur propre associé pour A. Nous avons alors

pour toute norme || - || sur K”,
|Ax] _ [[Aox]
T = e = 1Al = pe(A)
1=l 1=l
On en déduit que pour toute norme opérateur sur A associée a une norme || - ||,
[Ax]  [[Ax]]
|A|l = sup > L = p(A).
xeK", x#£0 HxH ||XH

O]

En combinant la propriété précédente avec le Corollaire 2.2.1, nous obtenons un nouveau critére
de convergence pour les méthodes itératives. Il se trouve que ce critére est nécessaire et suffisant,

comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.2.4. Une méthode consistante est convergente si et seulement si
p(B) = sup{|A|, valeur propre complexe de B} < 1.

Démonstration. Supposons que p(B) < 1. Par le point (3) de la Propriété 2.2.3, il existe donc une
norme opérateur || - || telle que |B|| < p(B) + PPT(B) < 1. Par le Corollaire 2.2.1, la méthode
converge donc.

Supposons maintenant p(B) > 1 et soit x tel que x = Bx + ¢ (qui existe car la méthode est consis-
tante). Comme p(B) > 1, il existe donc v tel que Bv = Av avec |A| > 1. Posons alors xg = v + x.

Alors la méthode itérative initiée a x( satisfait pour tout k > 1
_ _ _ nk 2k
Xp—Xx=B(x_1—x)=---=B(xg— x) = A'0.

Comme |A| > 1, le terme de droite ne tend pas vers 0 quand k tend vers 'infini. La suite (x4)i>0
ne converge donc pas vers . On en déduit qu’elle ne peut pas converger par le second point de la
Propriété 2.1.1. La méthode n’est donc pas convergente. O

En combinant la correspondance entre méthode de type I et méthode de type II avec le proposi-
tion précédente et le Corollaire 2.2.1, nous obtenons les criteres de convergence suivants pour la
méthode de type I

Corollaire 2.2.2. On a les conditions de convergence suivante pour la méthode (2.2) :
Condition nécéssaire : La méthode (2.2) est convergente si ||[M~'N|| < 1 pour une certaine norme
opérateur || - ||.

Condition nécéssaire et suffisante : La méthode (2.2) est convergente si et seulement si

o(M7IN) < 1.
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2.2.2 Critéres d’arrét

Nous supposons ici que nous implémentons une méthode de type I consistante et convergente.
Comme cette méthode produit une suite (infinie) (x>0, il se pose la question pratique de savoir
quand arréter 1’algorithme. Rappelons que 1’objectif est de résoudre 1’équation Ax = b et que, par
consistance et convergence de la méthode, la solution est théoriquement donnée par la limite X de
la méthode itérative.

Un critere évident, mais irréaliste, serait donc d’arréter I’algorithme quand ||x; — %|| < ¢, ot e estla
marge d’erreur que I’on accepte. Le probleme est qu’on ne connait pas ¥, ce qui empéche d’évaluer

||xx — || ! Il existe alors deux critéres d’arréts alternatifs :

1. ||Axg — b|| < €: Ce critere garantit que x satisfait approximativement 1'équation Ax = b.
L’approximation est jugée acceptable car inférieure a une valeur subjective €. Cependant, la
précision de x; par rapport a ¥ dépend du conditionnement de A. Si A est mal conditionnée,

Xi peut étre assez éloigné de X, méme si ce critere est satisfait.
2. ||xx — x4 <e:
dans ce cas, nous arrétons la méthode lorsque la variation du vecteur x; a chaque itération

devient négligeable. Attention! Suivant les propriétés de la matrice d’itération B, x; peut
étre tres éloigné de ¥ (et donc Axy peut étre également éloigné de b).
Notons que le premier critere d’arrét ne dépend pas du choix de la méthode (i.e du choix de B, ¢),
mais plutot de I'approximation Ax par Axy, et donc du conditionnement de A. En revanche, le
deuxiéme critere d’arrét dépend fortement du choix de B. Plus précisément, pour ces deux criteres,

nous pouvons en fait relier la distance de x; a ¥ apres arrét de l'algorithme.

Proposition 2.2.5. Supposons la méthode consistante et soit X tel que AX = b. Pour toute norme || - || sur

K", en notant également || - || pour la norme associée sur M, (IK),

1. Si||Axx —b|| <€, alors

xp—X|| < e, et %g on —_
A B < contan
2. Si||xx — xx_1|| < €, alors
e — 2l < [(—B) Ve, et B = ooy gy €
1] el
Démonstration. 1. Supposons que ||Ax; — b|| < e. Alors comme AX =D,

[A(xx — %)[| = |[Axx — b <e.
On en déduit que

e = 5l = A [AG - D] < AT A - )] < 147 le
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Comme [|b]| = [[Ax]| < [|A] - [|x]|, ona
ke = x| _ Al 41 €
- < -|JA7"||e = Cond(A)—.
1] 1]l 11l
2. Supposons que ||x; — xx_1]| < €. Alors comme ¥ = B¥ +c,
[(Le = B) (k1 = )| = llxea =2k + e —cf = [Jax1 — x| < e

On en déduit donc que

Ixe—1 =2l = [[(In = B) ™"+ (I — B) (xk1 = )| <N (Lo = B) 7 (L = B) (o1 — 2|
<|[(ln = B)7!| -e.

De méme, comme ||c|| = ||* — Bx|| < ||, — B|| - ||x]|,

11, — Bl €
——— < Cond(I, — B)—.
el T lell

%1 — %] 1
- < (la—=B)"|-e-
[Bdl !

O]

En d’autres termes, pour le premier critere d’arrét, la majoration de I'erreur relative dépend du
conditionnement de A, tandis que pour le deuxieme critere, cette majoration dépend des choix de
c etde B.

Remarque 2.2.1. Concernant le deuxieme critere, il faut faire attention a ce que de maniére générale, une
. . k—o0 ,

suite (Xg)k>0 peut satisfaire ||xp 1 — x¢|| —— 0 sans que (xi)x>o ne converge. C'est par exemple le cas

pour xy = Xx_1 + . Dans le cas spécifique des méthodes itératives de ce cours, ce phénomene ne se passe

pas pour nos méthodes convergentes car p(B) < 1 (cf le point 2. de la proposition précédente).

2.3 Diagonalisation de matrice

Nous avons vu dans la section précédente qu’il était important de pouvoir déterminer la plus
grande ou la plus petite valeur propre d'une matrice. Ces informations sont cruciales pour, par
exemple, analyser la convergence d'une méthode itérative ou obtenir une borne sur le condition-
nement d’une matrice.
Cependant, tout comme pour l'inversion d"une matrice, il n’est pas envisageable de recourir a la
caractérisation des valeurs propres comme les racines du polynéme caractéristique de la matrice.
En effet :

¢ Le calcul explicite de ce polynéme implique le calcul d"un déterminant, une opération coi-

teuse en termes de complexité algorithmique.
¢ Extraire les racines d’un polyndme est une opération numériquement instable en pratique,

particulierement pour des matrices de grande taille ou mal conditionnées.
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Afin de pallier ces limitations, nous introduisons une méthode itérative appelée méthode de la puis-
sance. Cette méthode permet d’approcher efficacement la plus grande ou la plus petite valeur

propre d"une matrice, ainsi que le vecteur propre correspondant.

Remarque 2.3.1. Rappelons que si A est une matrice, on dit que A a pour valeur propre A € K si il existe
un vecteur non nul x tel que
Ax = Ax.

Le vecteur x est alors appelé vecteur propre pour A associé a la valeur propre A. Pour toute valeur propre A

et vecteur propre associé x, on a
(Ax, x)

I3

Une matrice A est diagonalisable si il existe une base B de K" qui consiste en des vecteurs propres de A.

Algorithme de la puissance

L’algorithme de la puissance est défini ainsi :

1. on fixe xg € K" (attention! contrairement aux méthodes précédentes, ce choix ne doit pas

étre complétement quelconque).

2. pour k > 0, on pose
Axk

T A [l

3. Apreés arrét de l'algorithme, on pose
O = (Axg, Xi).

Pour A € M,(K) diagonalisable, nous désignons {A;}1<;<, les valeurs propres de A ordonnées
par module décroissant. Nous avons donc

(Ml = [A2] = - = Al

Nous désignons également {v; }1<;<, une base de K" telle que v; est un vecteur propre unitaire de

A pour A; pour tout1 <1 < n.

Proposition 2.3.1. Supposons que A soit diagonalisable et que |A1| > |Az|. Si xg & Vect(v;,i > 2), alors

* Oy converge vers Aj.

—\k
. ((ﬁ) xk> converge vers un vecteur propre unitaire de A associé a Aq.
k>1

Démonstration. Soit xg € K", et écrivons

n
X0 =) Hivi,
i=1
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ott {v;}1<i<y, est la base de vecteurs propres de A introduite précédemment et y; € C,1 < i < n.

Remarquons tout d’abord que

X A.X'k_l AkXO
[ Axe—1]]2 [Axk—1]2 - [|Axk—2]l2.. . [[Axol|2
De plus, comme ||xi|l2 = 1, on a | A*xg|la = [|Axs_1]l2- - . ||Axo||2, et donc
X Akxo
k= T
| A¥xo|2

Comme xy ¢ Vect(v;,i > 2), 1 # 0, et donc

LY Z = </\1 )k v +Z< A )k 0 (2.4)
0= e = () o 2 () e |
Ainsi, comme ||a|| — [|b]| < |la+b|| < |la+b],
() =B () = g el < (1) ot 5 ()
1] AT -
S—— S—— \/—/
=1 —0 1 —0

Et dong, en passant a la limite,

R O p—l

En reprenant 1'égalité (2.4), on a
AkXQ ‘)\]ﬂ Akx(] |/\11(‘ ( )\1 ) < )k
[ARxo]l ~ ARl [agF ARl \\TAa]) ¥ 2 Af)

et A\
] (w) Wl*%(m) v )

—)1/|}l1‘ =Wy

On a clairement wy qui converge vers y1v1. De plus, on a
— Nk
Ay ( A )"
—_ — == 1,
Al \ A
1 k
1 1
— | X1 —— Ty,
<|M|) e

et il vient donc

qui est bien un vecteur unitaire.
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N k
De plus, comme (&—h) <ﬂ> = 1, et par continuité,

— \k — \ Kk
A A n

O = (Axy, x) = <A (M) Xkr (M) xk> m m (Avy,01) = M| = Aq.
1

Méthode de la puissance inverse

Si A est diagonalisable et inversible avec valeurs propres {A4,...,A,}, alors A1 est encore dia-
gonalisable avec pour valeurs propres { )%n, e A%) . On en déduit que la plus petite valeur propre
de A est l'inverse de la plus grande valeur propre de A~!. En appliquant ce raisonnement a la
méthode de la puissance, cela donne également une méthode pour trouver la plus petite valeurs

propre de A. L'algorithme de la puissance inverse est définie ainsi :
1. on fixe xg € K" (attention! ici aussi, il ne faut pas prendre xo n'importe comment).

2. pour k > 0, on résout (par exemple grace au premier chapitre de ce cours)

A1 = X,
puis on pose
X1
Xk+1 = 7=
T Rl

3. Apres arrét de I'algorithme, on pose
O = (Axy, xi).

(Remarquons que x; a déja pour norme 1, donc il n’est pas nécessaire de diviser ici par

[[kl].)

Si |An| < |Ay—1], par un raisonnement similaire & celui de la Proposition 2.3.1, (%) (Xk)k>1
converge vers un vecteur propre associé a la plus petite grande valeur propre de A~! et donc a la
plus petite valeur propre de A. Avec les méme calculs que pour la Proposition 2.3.1, 6 converge

vers cette plus petite valeur propre (pour un choix générique de x).
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