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L3 Deuxiéme semestre

Correction de la feuille de TD 4 : Théoréme de Cochran et modele linéaire

Exercice : Le principe de la régression linéaire est de modéliser une variable y a partir de

. .. T . s
variables explicatives x = (xl, eeey xp) ,1i.e de considérer

y=PB1x1+...+ Bpxp,

oup = (xl, el xp) est inconnu. En pratique, on dispose d'un échantillon (x1,y1), ..., (Xn, Yn),
mais on obtient jamais réellement une droite (erreurs de mesures...). On va donc considérer le
modele linéaire

y=p1x1+...+Bpxpte

avec € ~ N (0,0?). On parle alors de modele linéaire gaussien. On suppose maintenant que les
données suivent le modéle suivant :

Y, = ,lei,l + ...+ ,Bpxi,p + €5,

avec
— Y, est une variable aléatoire et on observe les réalisations y;.
— Lesx; = (xi1,. .., xilp)T sont déterministes.
— Le parametre = (B1,..., ) T est inconnu et déterministe.
— Lese¢; sontiidete; ~ N (0,02).

1. Vérifier que le modele peut s’écrire comme
Y =XB+e,
T T
avecY = (Y4,...,Yy) ,e=(€1,...,€,) et

X111 .- xl,p

xnll . xn,p

Pour tout i, on a bien

) T
Y[i] = (x,-l,...,xi,p) B+ei=xipp1+...+xippp+e =Y

’



2. Donner la loi de € et en déduire la loi de Y. Quelle est laloide ¥;?Onae ~ N (O, o? Ip) et
donc

Y ~ N (XB,0°1,)
et en particulier Y; ~ N ((XB)[i], 0?).

On consideére a partir de maintenant que rang(X) = p, et on note D = Im(X). On

s’intéresse a l'estimateur des moindres carrés défini par

B = in || Y — Xh||?
p =argmin | I

3. Montrer que la matrice X' X est symétrique et définie positive. On rappellera qu'une
matrice p X p M symétrique est définie positive si pour tout & € RP\{0},

WMl >0

Elle est clairement symétrique. De plus pour tout £,
W' XTXh = || Xh|* > 0.
De plus, comme X est de taille n x d et de rang p, elle est injective, donc
Xh=0= h = 0py.

4. Onnote G(h) = ||Y — Xh||*. Calculer le gradient et la Hessienne de G et en déduire j.

On a pour tout i,
VG(h) = —2XT(Y —Xh) et  V?G(h) =X'X.

Comme XX est positive, la fonction est fortement convexe et si le gradient admet un 0,
c’est donc I'unique minimiseur. A noter que comme X' X est symétrique positive, elle est

inversible et d’'inverse symétrique. On résout donc
-1
VG(h) =0& XTY - —X"Xh =0 h = (XTX) xTy

On obtient donc = (XTX) I xTy qui est 'unique minimiseur des moindres carrés.

5. Soit RY = E ®, F.Soit P une matrice p X p. On rappelle que P est le projecteur
orthogonale sur E (parallelement a F) si
— P est symétrique.
— P2=P.
— Pour touth € E, P(h) = h.
— Pour touth € F, P(h) = 0.



Montrer que Pp = X (XTX) I XTestle projecteur orthogonale sur D parallélement a D*.

Pp est clairement symétrique et
-1 -1 -1 -1
P2 =X (XTX) xTx (XTX) xT =X <XTX) (XTX> (XTX> xT = Pp.
De plus pour tout i’ € D, il existe h € R” tel que /' = Xh. On a donc
-1 -1
Pp(l') = Pp(Xh) = X <XTX> XTXh = X (XTX) (XTX)h = Xh = I
Pour tout ' € D+ < Vh € R?, (Xh)Th' = 0. De plus, pour tout h € R” et i’ € D+, on a

Po(WTh=_H Pih =0
€D* —py(h)eD
et donc Pp(h') = 0.
. Que pouvez vous en déduire sur Xj3?
Ona
. -1
Xp =X <XTX) xTY = PpY

et Xp est donc la projection orthogonale de Y sur D.
. Donner la loi de Xp et en déduire celle de j.
Comme Y ~ N (B,0°I,), on obtient

XB~N (PDX,B, aZPDI,ng)
Comme X € D et Pp est une projection orthogonale, on obtient
XB ~ N (XB,0*Pp)
En multipliant par X', on obtient
XTXB ~ N (XTX,B, UZXTPDX>
et comme X' X est inversible, et en remarquant que (X' X) XTPyX = (XTX) -t

B~ N <ﬁ, o2 (XTX) _1> .

2 connu. Soit xg € R\ {0}, donner un intervalle de confiance de niveau au

. On suppose o

moins 1 — a de x{ B. Que se passe-t-il si 0% est inconnu?

Ona »
xBp~N (xg,l%, o?xl (XTX) x()) :



En remarquant que x} (XTX) - xp € R’ on obtient (en centrant et réduisant)

xgﬁ—xgﬁ NN(O,l).

ay/xT (XTX) " xg

On a donc

TA _ T A
l—a=P |—g1-n < 0P~ %P <gio| =P [xgﬁ €xiBEqraoy/a (XTX)! xo] .
o/ xd (XTX) ™!

Si 02 est inconnu, pour le moment on est mort.

9. On suppose maintenant que ¢ est inconnu et on considere 1’estimateur

6.2

(a) Expliquer ce choix d’estimateur.

Comme 07 est la variance des €; (et en particulier le moment d’ordre 2), un estimateur
naturel aurait été

n 1 n 5
Y& =) (Yi—Xp)’ *IIY—XﬁH :

i=1 i=1

:\H

BN

Cependant, comme S est inconnu, on le remplace par son estimateur. Le remplagement
de n par n — p permet (a priori) d’obtenir un estimateur sans biais de .
(b) Exprimer ¢2 & I'aide de projections.

On a
1 .

n—p -
(c) Enoncer le théoréme de Cochran dans ce cas. OnaR? = D @ D*. Ainsi, X = Pp(Y) et
Pp. (Y) sont indépendants et comme XS € D,

1 2 1 2
=~ Y =PoY|" = ——||Pp.Y]
p n—p

Py =P xpP=""P o 2

et en particulier, B et 62 sont indépendants.
p P

(d) En déduire un intervalle de confiance pour x{ .

Grace a la question précédente, on a

xgp—x3p
xI(XTX) " x

~ Ty p.



On a donc

TA T

X — X N n 1

1—a=TP |~ty_p1a < 0h — b <tyopia| =P |x(B € x)BE tnpi-aby/xf (XTX) xo]
o/ xT (XTX) ™ x




