Sorbonne Université Année 2025/2026

1.3 Deuxiéme semestre

Feuille de TD 2 : Estimation

Exercice 1 — estimation de l1a moyenne et de la variance.

Soit X une variable aléatoire de moyenne y et de variance ¢ inconnues. Soit X, . .., X, des

variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X.

1. Rappeler I'estimateur de la moyenne. Montrer qu’il est sans biais, fortement consistant et

donner son erreur quadratique moyenne ainsi que sa normalité asymptotique.

Ona X, =n 'Y, X;, et par linéarité de I'espérance

E[X] =

S|

E[Xi] = p.

n
i=1

En utilisant la décomposition biais-variance et omme les X; sont indépendants,

E[& )] =V[E] = 5 év X = 202

Par la loi forte des grands nombres, on a la convergence p.s et donc en probabilité, et on a
le TLC
<~ L
Vi (Xn — ) — N(0,02).

2. On souhaite maintenant estimer ¢2. On propose I’estimateur suivant :

Expliquer ce choix.

Comme V([X] = E [(X — p)?], un estimateur naturel de la variance aurait été

mais comme y est inconnu, on le remplace par son estimateur.



3. Montrer que
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On fait apparaitre y et on obtient
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4. Soitt* = E {(X - ‘u)ﬂ . A l’aide du Théoreme de Slutsky, donner la normalité

asymptotique de 072.
A noter que I'on peut réécrire 1'égalité précédente comme

n

Vi (0w = o?) :\/ﬁ<7112(xi—.”)2_‘72> — Vi (p=X,)*

i=1

On va appliquer le TLC au premier terme de la décomposition précédente, et montrer que

le deuxieme est négligeable. Le TLC nous donne

N (ii(Xi—y)z—az> L>/\/'(0,T4—(74>

n—oo

On traite maintenant le terme
Vi (X = )" = (Vi (Xu— 1) (X — 1) -

Grace au TLC, on a
Vi (X — 1) —5— N (0,62) .

n—r+o0

1&re version : Slutsky. Comme X,, — j converge en probabilité vers 0, on obtient que a
I'aide du Théoréme de Slutsky

Vi (%= ) =50

n—oo

et en particulier on obtient la convergence en probabilité. Donc, a I'aide du Théoreme de



Slutsky, on obtient
Vi (@3 —c?) o N (0T - ot).

n—o00

2éme version : Markov En utilisant I'inégalité de Markov, on a pour tout € > 0,

VIE (Ko=)’ 2
€ Ve’

P Vi (Xe—p)' > €] <
et on a donc la convergence en probabilité.

5. Calculer E [07]. L'estimateur 07 est-il sans biais?

Par linéarité de I'espérance et en utilisant la décomposition précédent, on a

£l B |25 0w - (e
= Lo ] e [0
:ii\/[xi]—\/[Xn]

i=1
:n—l >

L’estimateur est donc biaisé mais asymptotiquement sans biais.

6. En déduire un estimateur sans biais de 0 et donner sa normalité asymptotique.

On propose
G2 _ M s
n n— 1 1’1
On obtient par linéarité E [S2] = -~ E [6Z] = 2. De plus on obtient la normalité

asymptotique par le Théoreme de Slutsky. Plus précisément,

\/ﬁ(sﬁ—az):\/ﬁ<nf1aﬁ—az> i (02— 0?) + Y2

On a donc la convergence en loi du premier terme sur la droite de 1’égalité précédente, et
comme 07 converge en probabilité vers o2 et f 7 converge vers 0, le second terme

converge en probabilité vers 0.

Exercice 2 — Estimation de la covariance.

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles d’espérances respectives yx, py et de
variances respectives 0}2(, (7)2,. On s’intéresse ici a I’estimation de la covariance C de X, Y, définie



par
C = E[(X — B[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y].

Soient (X1,Y1),...,(Xn, Yy) des couples de variables aléatoires indépendants et de méme loi que
(X,Y). On s'intéresse a l’estimateur C,, défini par

1 ¢ < =
i=1
1. Justifier la proposition de cet estimateur.

Un estimateur naturel aurait été

n

Cov, = % E (Xi — pux) (Y — py)

i=1

mais comme px et py sont inconnues, on les remplace par leurs estimateurs respectifs.

2. Montrer que

Y (% —K) (Y= V) = Y2 ((X) = 1) + (0= %) (Y = pix) + (1 — Vo))

n

1
n o n .
:Z(Xi—ﬂx)(yi—ﬂy)+z(xi—ﬂx)(#Y—Yn)+ (ux — Xn) (Yi — py) +Z ux — Xu) (uy — Ya)
i=1 i=1 =1 i=1

=) (Xi — px) (Yi—#Y)Jr(VY—?n)i(Xi—VX)Jr(Vx—X ) nl(Y py) +n (px — Xu) (py — Ya)

i=1 i=1 i

=) (Xi = pux) (Yi = py) + 1 (py = Yu) (X = px) + 1 (px = Xu) (Yu = py) + 1 (px = Xa) (py = Ya)
:i(xi_VX)(Y i) = n (X = px) (Yo = p) -

3. Montrer que

n

n? (Xn = ux) (Yo —py) = ) (X5 —ux) (G —py) + ) (X — px) (Y — ) -
j=1 i#]
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4. Calculer E [Cy,]. Que pouvez vous en déduire?

Par linéarité de 'espérance et en utilisant la décomposition de la question 2, on obtient
n S— S—

Y (X —px) (Yi—py) = (X — pix) (Yo — py)

i=1

E [(Xi — px) (Yi — py)] = E [(Xn — pix) (Yn — piy) ]

C— B[ (X~ pix) (Va— wy)]

E[C,] =E

|~ I

AMS EMS :\»—\

Il
—_

En utilisant la décomposition de la question 3 et comme les couples (X;, Y;) sont

indépendants, on obtient

E [ (X, — pix) (Yo — jv)] = E z ) (07 )+ %) 1 )
i= i#]
= LR 1060 (= )]+ T (06— ) (5 )
i= i#j
= Zn:C + ZCOV (Xi,Yj)
i=1 i#]
=nC.
On obtient donc
E[C,] =" . e

6. En posant Z; = (Xj — pix) (Y — piy), montrer que C, converge presque sirement vers C.
Ona

1 - —
= L Zi= (X —px) (Yo —py)-
i=1

Par la loi forte des grands nombres, le premier terme converge presque stirement vers C,
tendis que le deuxiéme converge presque stirement vers 0 (car X, et Y,, convergent

presque stirement vers px et py).



7. Montrer, soit a ’aide des inégalités de Markov et de Cauchy-Schwarz, soit a ’aide du
théoreme de Slutsky, que

Vi (X = px) (Yo — py) —— 0.

n—+-00

Version Markov : Comme pour toutes constantes positives 4,b, on a ab < 271g2 4 2712,
on obtient
2 2

E [V (% = ) (Vo= o) [} € ViR [ (%= p)®]| 4 VirgE [ (V= )] = 5+ 0

En appliquant 'inégalité de Markov, pour tout € > 0,

P [V |(Xn = px) (Yu = pv)| Z €] < %E [V [ (X = px) (Yo = iv) []

2 2
Ox Oy

< .
~ 2y/ne + 2\/ne

Version Markov + Cauchy-Schwarz : En appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on
obtient

E (V7| (%o pix) (= )] < VB 1o = pxl?] B [[¥ — ]
:\/EU'XO'Y'

Version Slutsky : On a

Vi (X —pix) = N (0,6%) et —y ——0,

n—oo

et donc en appliquant le théoreme de Stlusky, on a la convergence en loi vers 0 et donc la
convergence en probabilité.

8. Soit ¥ = E {(X —ux)* (Y — ‘uy)z} < +o00. Donner la normalité asymptotique de C,, et en
déduire celle de I'estimateur sans biais.

11 suffit juste d’appliquer le TLC & Z,, et le Théoréme de Slutsky : on a
Vi (Co—C) =1 (Zu—C) =V (Xn — ux) (Yo — piy).
Or les Z; sont iid avec E [Z;] = C et V [Z;] = T — C2. Le TLC nous donne donc

Vi (Cy — C)—>N(0T -c?).

n——+oo



De plus, le TLC nous donne également
— C 5
Vi (X — px) — N (0,0%)

et la loi des grands nombres nous donne

Y, —
n n——4o00 VY'

Ainsi Slutsky appliqué une premiere fois nous donne

\/ﬁ (Xn - VX) (Yn - ]/lY) —>IP 0,

n——+0o

et en appliquant Slutsky une deuxieme fois, on obtient

VA (Cy = C) = Vit (Zu = C) = v/ (K = px) (Yo — i) —— N (0,7 = C?).

n—r+o0

Exercice 3 — Méthode des moments.

Soit § € O ot1 O est un ouvert de R, et ¢ : @ — ¢(®) un C!-difféomorphisme. Soit k € IN* tel

que

E [Xk} = (6).

De plus, on suppose que X admet un moment d’ordre 2k.

1.

Soit X3, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de

méme loi que X. Proposer un estimateur de ¢(0).

S

(f’n:

n
2 Xi
k=1

. Bst-il consistant? Asymptotiquement normal ?

La consistance est une application directe de la LGN en posant Y; = X¥. On note
02 =V [X],etona
~ L
Vi (9n = 9(0) 2 N (0,0F) .

n——+oo

. En déduire un estimateur de 6.

. Est-il consistant?

Comme ¢! est continue, on obtient la consistance via le théoréme de continuité.

. On suppose que ¢'(6) # 0. En déduire la normalité asymptotique de 1’estimateur de 6.



Comme (¢71)' () = 5ty

Y B 1 1
(07) 0O = =@y ~ v

On obtient dong, en appliquant la Delta méthode

Vi (6, — ) Luv(o,( % )

n——+oo

Exercice 4 — Loi géométrique.

Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p, i.e pour tout entier
k>1,P[X=k=(1-p)p

1. Rappeler I'espérance et la variance de X.

OnaE[X] = %etW[X] = 1;—2”.

2. Soit X3, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. Par la
méthode des moments, donner un estimateur p,, de p.

< . PO |
Comme E[X] = p~1, X, converge vers p~! et on propose donc l'estimateur p, = X,, .

3. Est-il consistant? Fortement consistant? Asymptotiquement normal ?

Comme X, converge presque stirement (LFGN) vers p~! et comme la fonction
¢ :x —> x~ ! est continue en p~! # 0, on obtient la convergence presque stire a I'aide du

théoréme de continuité. De plus, comme
< -1 £ 1-p
\/E(XH_P ) n—>—oo>N<O’pz>'
et comme ¢’ (p~1) = p?, on obtient & 'aide de la delta-méthode
~ L
Vi (pn—p) —2> N (0, p*(1-p)).

4. Donner l'estimateur pMV du maximum de vraisemblance de p. Que pouvez vous en

conclure?

On a la vraisemblance qui est définie pour tout p par

n

Lu(p) =10 =p)1p = p" @1 _ et

i=1



On obtient donc la log-vraisemblance

n

b (p) =In(p") + ;1n<1 —p)5t

=nln(p) +In(1—-p))_ X;—
=1

=nln(p) +1In(1 —p) (nX, —n)

~.

En dérivant, on obtient donc

En multipliant par p(1 — p) # 0, on obtient alors

G (p) =0&n(l—p)—pnX,—n)=0
S n—npX, =0

@p:Zf
De plus, comme
- 1 —
0(p)= 24— (n—nX,
)= (1—17)2( )

< . . <—1 . ..
et n < nX,, la fonction est strictement concave et X, est donc son unique minimum. On

obtient donc

~MV _ 1
P =X,

et on obtient tous les résultats de convergence avec les questions précédentes.

Exercice 5 — Loi exponentielle.

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parameétre 6 > 0. On rappelle que la

densité de X est définie pour tout x € R par

f(x) = 0exp (—0x) 1jg 4 cof (%)
1. Calculer E[X] et V[X].

On a, a l’aide d'IPPs

/ Oxe™ exdx— —xe 9x +/ _Gxdx— —9_1e_ex}: =61

= / Ox%e 9%dx — 9’2 = [—xze’e"} +2071 / Oxe %dx — 072 =072,
0 0 0



2. Soit X3, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. A 1’aide de la

méthode des moments, proposer un estimateur 6, de 6.

. Aol
Comme on a E[X] = 07!, on propose 'estimateur 6, = X,, .
3. Est-il consistant? Fortement consistant ?

Par la LFGN, X, converge presque stirement vers 1. De plus, comme la fonction
¢ : x> x ! estcontinue en 8! > 0, on a la convergence presque siire de 8, grace au

théoréme de continuité.

4. Donner sa normalité asymptotique.

Gréace au TLC, on a

Vi (X —071) =5 N (0,672).
n—o0
Comme g est dérivable en 01 et ¢’ (671) = 62, on obtient (delta méthode)

Vn (6, —0) £ N (0,6%) .

n—o0

5. Donner l'estimateur (si il existe) du maximum de vraisemblance (%\W de 6.

La vraisemblance est donnée par

n n
Ly (0) =] [0 = 0" e .
i i=1

On obtient donc la log-vraisemblance
n
ly (0) =nln(6) — 0 X;.

On dérivant par rapport a 6, on obtient donc

£, (0) =

, e ——1
Lorsque 'on cherche le zéro de la dérivée, on trouve § = X, et en dressant le tableau de
variation, on voit bien que c’est le maximum de la log vraisemblance. On obtient donc

'EMV MV =X .
6. Que pouvez vous en conclure?

Tous les résultats de convergence sont donnés dans les questions précédentes.

Exercice 6 — Loi de Rayleigh.

Soit 0 un entier positif. On considére une variable aléatoire X suivant une loi de Rayleigh de



parametre 6, i.e de densité f, définie pour tout x € R par fp(x) = Axexp (—xg) 1R, (x).
1. Calculer A.

On a

etdonc A =261

2. Calculer I'espérance et la variance de X.

Calcul de E[X] : Version 1 (stupide mais pas trop) A I'aide d’une IPP, en posant ¢ = 6/2,

© x2 l x2 e R ."Cz
E[X] =26"! XPe T =2 [—xeﬂ} + [ e Fdx
0 2 0 0
) 2
= \/271(72/ exp | —z— | dx
0 V2mo? 207
1
=5 2702
1
=~V 0.
SV

Calcul de E[X] : Version 2 (subtile mais pas trop) On a, en posant ¢ = 6/2

o0 xZ
E[X] = 29_1/ x> exp <—> dx
0 0
1 [« x?
=2 x> exp <_M> dx

1 1 [t 1 2
= ﬁ\/2m72§/ X2 exp (_x) dx

V2702 202
1
= —Vmo?
V2
1

De la méme fagon,

2 -1 (% 3 x?
E [X*] =26 /0 X exp<—0>
2\ 1% o 2
= [—xZexp <—J;)L +2/0 x exp (—2) dx
2\17
[oen(5)] =

On obtient donc



3. Soit X3, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. En déduire
un estimateur 6, de 6.

La tentation serait de proposer 1 Y | X? comme estimateur. Cependant, pour établir la
normalité asymptotique, il faudra calculer le moment d’ordre 4. On va donc, par

fainéantise légitime, plutdt s’intéresser a

4. Est-il consistant? Fortement consistant? Asymptotiquement normal ?

On a X, qui converge presque stirement (LFGN) vers 11/716, et la fonction g : x — 2x2

est continue en 11/716, et on obtient donc la convergence presque stire de 8, grace au
théoreme de continuité. De plus, on a le TLC

(3 L) £ x (01 7))

Comme la fonction g est dérivable en % 70 et g’ (%\/ 7r9) = % 6, on obtient

v (6, —0) L>N<0,<1n6—4> 92).

n—00

5. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance 8MV de 6.
La vraisemblance est donnée pour tout 6 par
" X? L X?
Ly () = gzeflxi exp <—9> =29 " EX exp <_e> :

On obtient donc la log vraisemblance
n nox2
ly (0) =nlIn(2) —nn(9) + ) In(X;) — ) 7’

i=

i=1 1

En dérivant par rapport a 6, on obtient
n . 1¢
1=

De plus comme



en dressant le tableau de variation, on voit bien que MV = 1y | X? est I'unique

maximum de la log-vraisemblance, et on obtient donc 'EMV MV = % Y X5

6. Donner la normalité asymptotique de cet estimateur.

Pour avoir la normalité asymptotique, on doit calculer le moment d’ordre 4. On a

) 2
4] _ p-1 5 X
]E[X}—ZH /()xexp( 9>dx
2\ 7% o 2
= [—x‘*exp (_3{9)] +4/ X3 exp <—J;> dx
0 0

= 20FE [X?]
=262

On obtient ainsi V [X?] = 62, etle TLC
L

7. Que pouvez vous en conclure?

16

Comme on a (; 4) = 1.092 > 1, on choisit donc '’estimateur du maximum de

vraisemblance.

Exercice 7 — Loi de Poisson.

On considere une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de parametre 6.

1. Soit (X, ..., Xy) ii.d de méme loi que X. A l'aide de la méthode des moments, proposer

un estimateur de 6.

On rappelle que E[X] = 6 et V[X] = 8. On obtient donc I'estimateur 8, = X,,.

2. Est-il consistant? Fortement consistant ? Asymptotiquement normal ?

On a la forte consistance grace a la LFGN et on a le TLC
Vi (Xn —0) === N(0,6).
n—oo

3. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance.

On a alors la log-vraisemblance

£y (0) = —nb+1In(0) iXi — iln (Xi!)



En dérivant par rapport a 6, on obtient
n
a,l (9) = —n+ éle

et en cherchant le zéro de la dérivé, on trouve = X,, et en dressant le tableau de variation,

on voit que c’est 'unique maximum, et on obtient donc MV = X,,.

. Est-il consistant? Fortement consistant? Asymptotiquement normal?

Tous les résultats sont donnés par les questions précédentes.

Exercice 8 — Loi exponentielle translatée.

Soit Y une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre 1, i.e de densité f définie

pour tout x € R par

f(x) =exp (—x) 1r: (x)

Soit 6, on considere la variable aléatoire X = Y + 0 de densité

fo(x) = exp (=(x = 0)) 1 +c01 (%)

1. Calculer E[Y] et en déduire E[X].

Y suit une loi exponentielle de parametre 1, et on a donc E[Y] = 1. On obtient
E[X]=1+6.
. Soit Xy, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. En déduire

un estimateur én de 6. Cet estimateur est-il consistant ? Fortement consistant? Sans biais?

On obtient donc 6, = X,, — 1. Comme X, converge presque stirement vers 6 + 1 (LFGN),

on obtient la forte consistance de notre estimateur. De plus, par linéarité de I'espérance

n(6—1)
n

A 1 &
E[en]:E_ZIE[Xi]H: +1=6.

i=1

. Calculer V[Y] et en déduire V[X]. Comme Y suit une loi exponentielle de parametre 1,
V[Y] =1etV[X] =VI[Y+0] =V[Y] =1.

. Donner la normalité asymptotique de 8,,.

Comme V[X] =1, le TLC nous donne

Vit (X = (041)) = v (Xu = 1) =8) = v (s = 0) 3 N(0, 1),

n—o00

5. Donner l'erreur quadratique moyenne de 6,



On a, comme les X; sont indépendants,
o n
V[b]=V[Xi+1=V[X,] ==Y V[X]=
i=1

. Donner I’estimateur 6,, du maximum de vraisemblance.

On a la vraisemblance qui est définie pour tout § > 0 par

Ly (8) = Hp (= (X = 8)) 1jg o (X1) = Hp (= (X~ 6)) 10 (8)

La vraisemblance est donc non nulle si et seulement si pour tout i, § < X; et donc si et
seulement si 6 < X(;) = min; X;. De plus, elle est croissante sur |0, X(;)] et I'unique

maximum est donc atteint en X(;). On obtient donc 'EMV oMV — Xa)

. Rappeler la loi de n (MY —9).

On a n (MY — 9) qui suit une loi exponentielle de parametre 1, d’apres le TD1.
n 9 P P p

. Quel estimateur choisiriez vous?

Comme AMY converge a la vitesse 1/1, il converge plus rapidement que 8, et on choisit
donc MV,

. Donner son erreur quadratique moyenne.

Pour rappel, on a vu (TD1) que pour tout x > 6, on a
Fyv () =1 —¢"Y

En dérivant, on obtient

fauv (x) = ne" 01 ().

R +oo +oo +00 +oo
E [folv] = / xne" 0% dy = [—xe”(e’x)h +/9 "0 dy = 0 + [—rlle”(g")] =0+ 1
0

De la méme facon, on a

E (éMv)z = - e 0V gy = | —x2en(0-%) o +2 - xe" 0Ny = 92 4 2”9 +1
n 0 0 0 n2

On a donc
2

E [(@W_eﬂ —E[@)2] 208 [0V] 407 =02 12" o2 - Py 2

A noter que l'erreur quadratique moyenne est meilleure que celle de X,,/2 dés que n > 2.



Exercice 9 — Loi uniforme dilatée.

Soit > 0. On consideére une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur [0, 6] et des
variables aléatoires indépendantes Xj, ..., X, et de méme loi que X.

1. Par la méthode des moments, proposer un estimateur de et montrer sa convergence.
OnalE[X] = 6/2, et V[X] = #?/12. Par la méthode des moments on obtient donc
l'estimateur 8, = 2X,,. Par la loi forte des grands nombres, X,, converge presque stirement
vers 0/2, et on obtient la convergence presque stire de 8, vers 6.

2. Cet estimateur est-il sans biais?

Ona 0
E [0,] =2E [X,] = 25 =10
et I’estimateur est donc sans biais.

3. Donner son erreur quadratique moyenne.

Comme 'estimateur est sans biais et en utilisant la décomposition biais-variance,

4. Donner sa normalité asymptotique.

Le TLC nous donne

En multipliant par 2, on obtient

23/t (X — 6/2) = /i1 (6, 6) ﬁN(o,"j

5. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

On a la vraisemblance

Lo®) =]

1 n
11 g (Xi) = @Hl[xi,+oo[(9)

|

et la vraisemblance est donc non nulle si et seulement si 8 > X; pour tout i, i.e si et
seulement si 0 > X,y = max;—1,..,, (X;). La vraisemblance est donc nulle sur | — co, X,,)[ et
positive et décroissante sur [X(n), +00], et atteint donc son maximum en X (n)- L'EMV est
donc défini par OMV = Xn)-

6. Calculer la fonction de répartition de X.

On a pour tout t € [0,6], Fx(t) = §.

7. On consideére maintenant X(n) = max;=1,_n X;. Donner sa fonction de répartition.

.....



On a pour tout t € [0, 0], par indépendance des X;,

8. Montrer que X,,) converge en probabilité vers 6.

On a pour tout e € (0,6),

P[|Xe 0|2 €| =P [0—Xu) 2 €| =P X <0—¢] = (9_€>HH—J

6

9. A l'aide du lemme de Borel-Cantelli, en déduire la forte consistance de X (n)-

Pour tout € € (0,6), on a

0.

ZH’HX(n)—f)lze} _ Z<9g€>n=9;€ (1_19_6_1> :9;€<—|—oo

n>1 n>1

Le lemme de Borel-Cantelli donne donc X, % 0.
n—oo

10. Donner la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parametre 6.

Soit Fg la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramétre !, on a pour tout

t>0,

Fe(t) =1—exp <—2> .

11. Montrer que n <9 — X(n)) converge en loi vers une loi exponentielle de parametre 6!

Pour toutt > 0, on a

Pln(0—Xu)<t|=P [—X(n) <

12. Quel estimateur de 6 choisiriez vous?

On chosit X, car il converge a la vitesse 1/7.

Exercice 10 — Loi normale.

Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale de moyenne u et de variance ¢2. On
considere des variables aléatoires indépendantes Xj, . .., X;,, de méme loi que X.

1. Ecrire la vraisemblance

t

-0 =P |X 29—£ =1-P|X,,,<60——
(n) . (n)

|



N

i—1 V270 i=1

N2 o )
! S exp <—(X1202V) > = (270?) /2Hexp <—(X202V) ) .

. En déduire les estimateur du maximum de vraisemblance de y et 2.

On a la log vraisemblance

On doit donc résoudre simultanément

0 0
@én (‘u, 0'2) - O et ﬁén (9, 0-2) - 0.

Pour le premier, on a

] . n Xl‘—]l . ¥
aﬁ (1, )—; — =0 u=X,
Pour le deuxiéme, on a
0 n 1 & = \2
5520 (X, 0%) = —3 ?;(X —Xn)".

En cherchant le zéro de la dérivée, on retrouve

2, 1¢ v \2 )
i ;Z(Xi_xn) =: 07

—n 9
H(Yn,?r,%): ( Oan B )

est définie négative. On a donc les estimateurs

<tl=

— ]_ n
ﬁn — XVl et - 2 X Xn
i=1

3

. Commenter.

On retrouve l'estimateur usuel de la moyenne mais l'estimateur biaisé de la variance.



